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SITZUNG VOM 10. JANUAR 1898. 


Vortrag hielt: 
Herr Sophus Lie, o. M.: Zur Geometrie einer Monge’schen Gleichung. - 


Sophus Lie, Zur Geometrie einer Monge’schen Gleichung. 


Eine Monge’sche Gleichung 
f(&, 9, 2; de:dy:de) —= 0 
hat immer 00” viele Integraleurven und zwischen allen Integral- 
curven einer bestimmten Monge’schen Gleichung bestehen, wie 
ich oft hervorgehoben habe, viele Beziehungen, deren Tokegriit 
als eine Geometrie der Monge schen Gleichungen ech werden 
kann. Diese Geometrie umfasst die Curvengeometrie einer vor- 
gelegten Fläche: w(x, y, 2) = 0 als speciellen Fall; denn die 
Curven dieser Fläche erfüllen sämmtlich die lineare Monge’sche 
Gleichung: 
w.dz + w,dy + w;.dz = 0. 

In meinen Vorlesungen habe ich bei vielen Gelegenheiten 
gezeigt, dass der Satz von Meusnier in der Geometrie einer 
Monge’schen Gleichung sein Analogon hat. In der folgenden 
Note werde ich diese wichtige Bemerkung im Einzelnen durch- 
führen. Dabei sehe ich aus naheliegenden Gründen von der 


Gleichung: 
da? + ay +d?’=0 


der Minimalcurven ab. 
Wir wählen die Bogenlänge s einer Curve als unabhängige 
Veränderliche und setzen: 
d% Sr ee EN N 
Be a nl aa ee 
Sodann erhalten wir durch Differentiation der vorgelegten Gleichung: 
fe, yı 2 8’:y':ı2)= 0 
die Differentialgleichung 


Math.-phys. Classe, mathemat. Theil 1898. 1 
i 26% / 


2 Soruus Lie: Zur GEOMETRIE EINER MONGE’SCHEN GLEICHUNG. 


fa 2” + PR + EI + TE + fyy' ce ie =, 


die wır mit der Grösse 


Vx”? E13 y + g"2 h Vf: -1- fy: En Re 
dividiıren. Setzen wir hier noch 
a Be a 
Ve"? y”?+ g’2 
fa Hey He” 


Vita +t2 Ve?’ +y+e” 


so erhalten wir unmittelbar die angekündigte Formel: 


_ 0. VEHRER 
ey the 
die ganz dieselbe Form besitzt, wie eine wohlbekannte Formel 
der Flächentheorie. 

In dieser Formel ist R der Krümmungsradius einer Integral- 
curve, © ist der Winkel zwischen der Osculationsebene der Curve 
und der Ebene, die den Elementarkegel der Monge’schen Gleichung 
längs der Curventangente berührt. 

Diese Formel wird illusorisch, wenn 


fx + fyy' ar fe" = 0 


ist, d.h. wenn die Monge’sche Gleichung die Form 


’ 


— sin ®, 


0=f=rF(‘, y',e, ye— ye, 20’ — 2’x, 2y’ — xy) 
besitzt und also einen Liniencomplex definirt. In diesem Falle 
ist aber auch = 0, und R hat daher die unbestimmte Form 


R= 


he 
0 

Selbstverständlich sehen wir von den evidenten analytischen 
Ausnahmefällen ab. Mit dieser selbstverständlichen Begrenzung 
dürfen wir sagen, dass die Krümmungsmittelpunkte aller Integral- 
curven mit einem gemeinsamen Linienelement auf einem Kreise 
liegen. 

Zu jedem Linienelement einer Monge’schen Gleichung f = 0 
ist somit ein Kreis zugeordnet. 


SITZUNG VOM 7. FEBRUAR 1898. 


Vorträge hielten: 


ı. Herr S. Liz, 0.M., über eine von Prof. Dr. P. Stäckel-Kiel eingesandte 

Abhandlung „Beiträge zur Flächentheorie“ unter Empfehlung ihrer 

Aufnahme in die „Berichte“. 

DerseLse: Ankündigung einer Abhandlung über „Berührungstrans- 

formationen und Differentialgleichungen“ für die „Berichte“. 

3. Herr W. Scheibner, 0.M.: Ankündigung einer Mittheilung „über den 
Einfluss des Neumann’schen Exponentialgesetzes auf die elliptische 
Bewegung“ für die „Berichte“. 


ty 


Paul Stäckel in Kiel: Beiträge zur Flächentheorie.') 


N: 
Eine Eigenschaft der Schraubenflächen. 


ı. Um die quadratischen Differentialformen in n Veränder- 
lichen zu classificiren, wird man aus ihnen diejenigen heraus- 
heben, die durch eine stetige Schar von Transformationen in sich 
selbst übergeführt werden können. Die Gesammtheit solcher Trans- 
formationen einer gegebenen quadratischen Differentialform bildet 
eine Gruppe und zwar, wie man sich leicht überzeugt, eine end- 
liche, nämlich eine höchstens 5 n(n + 1)-gliedrige Gruppe. Die 
Anzahl der Parameter und bei derselben Zahl von Parametern 
die verschiedenen Typen der möglichen Gruppen werden dann 
eine naturgemässe Eintheilung der Formen in Classen und Unter- 
classen ergeben.?) 

Ist im Besonderen n = 2, handelt es sich also in der Be- 
zeichnung von GAuss um die Form: 


(1) A= Edp? +2 Fdpdgq + Gdg, 


ı) Fortsetzung der Mittheilung im Jahrgange 1896, 8. 478—504. 

2) Man vergleiche hierzu L. Brancnt, Sugli spazi a tre dimensioni 
che ammettono un gruppo continuo di movimenti. Memorie della 
Societä italiana delle scienze (detta dei XL), Serie 3°, Tomo XI. 
Rom, 1897. 


i* 
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so ıst bekanntlich die Anzahl der Parameter entweder 1 oder 3, 
und man wird so auf die krummen Flächen geführt, die ent- 
weder auf Rotationsflächen abwickelbar sind oder constantes 
Krümmungsmaass besitzen. 

Der Umfang der Classe der auf Rotationsflächen "abwickel- 
baren Flächen ist ausserordentlich gross. Um eine weitere Ein- 
theilung zu erhalten, wird man zweckmässig die zweite in der 
Theorie der krummen Flächen auftretende fundamentale quadra- 
tische Differentialform 
(2) B= Ldp® + 2 Mdpdq + Ndg 
heranziehen und die stetigen Scharen von Transformationen be- 
trachten, welche die Form B in sich überführen. 

Indem ich die genauere Ausführung dieses Gedankens einer 
anderen Gelegenheit vorbehalte, will ich hier nur auf den be- 
sonderen Fall eingehen, dass die Formen A und B gleichzeitig 
dieselbe stetige Schar von Transformationen zulassen. Um die 
Flächen zu finden, bei denen das eintritt, kann man folgender- 
maassen verfahren. 

Nach einem bekannten Satze von Ossian Bonner ist durch 
die Angabe der Fundamentalgrössen erster und zweiter Ordnung 
E, F, @ und L, M, N die Fläche bis auf eine Bewegung im 
Raume und eine Spiegelung an einer Ebene eindeutig bestimmt. 
Mithin kann eine stetige Transformation der Fläche in sich, bei 
der alle sechs Fundamentalgrössen unverändert bleiben, nur eine 
Bewegung sein. Die gesuchten Flächen werden daher durch eine 
stetige Bewegung in sich übergeführt, und da die allgemeinste 
Bewegung im Raume eine Schraubung ist, so sind sie Schrauben- 
flächen. 

Betrachtet man umgekehrt irgend eine Schraubenfläche, so 
lässt sie sich stets durch die Gleichungen darstellen: 


x = o(Pp) cosg, 
(3) y=e(p) sing, 
e=c(p)+ ha, 
in denen h eine Constante bedeutet. Aus (3) folgt: 
A= (eg? + 0’) dp? + 2ho’dpdg + (oe? + N?) dg? 


Beer — ee) dp? — 2hedpdg + e’s/dg’ 
ART ‚9 ’ [4 I) 
Ve’(@? + 0?) + h?e”? 


und 


BertrÄsEe zur FLÄCHENTHEORIE. 1) 


mithin hängen alle sechs Fundamentalgrössen allein von p ab, 
und sowohl A als auch B gestalten die eingliedrige Gruppe von 
Transformationen: 

(4) De NG FT 

a ist der Parameter der Gruppe, deren geometrische Bedeutung 
auf der Hand liegt. 

Auf diese Weise hat sich der einfache, aber meines ine at 
neue Satz ergeben: 

Lehrsatz I. Die Schraubenflächen haben die charakteris- 
tische Eigenschaft, dass die beiden zugehörigen fundamentalen 
quadratischen Differentialformen A und B beide dieselbe eingliedrige 
Gruppe von Transformationen gestatten. 


2. Weiss man, dass zwei gegebene, zu einer Fläche ge- 
hörige Formen A und B beide dieselbe eingliedrige Gruppe von 
Transformationen gestatten, so entsteht die Aufgabe, die be- 
treffende Schraubenfläche zu ermitteln. 

Diese Aufgabe lässt sich sofort in zwei zerlegen. Man hat 
erstens die eingliedrige Gruppe auf die kanonische Form 

p= P, >41 7 a 
zu bringen. Bei Einführung der kanonischen Veränderlichen » 
und q werden die E, F, @ und L, M, N gewisse Functionen 
von p allein, und man hat alsdann zweitens die zu derartigen 
Fundamentalgrössen gehörige Fläche zu bestimmen, denn aus dem 
soeben ausgesprochenen Lehrsatze folgt sofort das 

Corollar. Sind die zu den Gauss’schen Coordinaten p und 
q gehörigen F'undamentalgrössen erster und zweiter Ordnung einer 
Fläche S Functionen von nur einer dieser Coordinaten, etwa von 
p allein, so ist 5 eine Schraubenfläche. 

Die erste Aufgabe geht die allgemeine Theorie der Trans- 
formationsgruppen an und darf hier als gelöst angesehen werden. 
Es handelt sich also allein um die zweite, aus den gegebenen 
Fundamentalgrössen die Fläche zu bestimmen, eine Aufgabe, deren 
Erledigung im Allgemeinen recht umständlich ist, in dem vor- 
liegenden Falle jedoch sich verhältnissmässig einfach gestaltet. 

Werden zur Vereinfachung der Rechnungen an Stelle von p und 
q die Veränderlichen « und v durch die Gleichungen eingeführt: 


| en 2 
(5) uf — dp, 
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©) ot /gm, 

so erhält man: 

(7) Edp? +2 Fapdg + Cd? — du? + @dvR.!) 
Gleichzeitig wird: 

(8) Lap? + 2 Mdpdg + Ndg?’ = Ldu? + 2 Mdudv + Nav, 


wo 


(2 (Des dan Zn) 
2 I ye 
er 


nur von u abhängen. 

Bei einer jeden Fläche bestehen zwischen E, F, @ und ZL, 

M, N die Fundamentalgleichungen von GAuss und MAINARDI, die 

unter Benutzung der ÜHrısrtorrev’schen Symbole?) folgendermaassen 
lauten: 

BEN 2 

\D en 


aD ta = ++ rar, 


=.K, 


(II) + 1 ERS nr H)M+I[YIN. 


ı) Die Substitution (5), (6) versagt nur, falls @= 0 oder 
EG — F?’=0ist. In beiden Fällen erhält man imaginäre Flächen 
vom Krümmungsmaasse Null, deren Ermittelung keine Schwierigkeiten 
bietet und dem Leser überlassen bleibe. 

2) In seiner schönen Abhandlung: Zur Theorie der infinitesimalen 
Biegungstransformationen einer Fläche (Sitzungsberichte der math.-phys. 
Classe der k. bayr. Akademie, Bd. XXVII. München 1897, S. 229— 301) 
sagt Herr A. Voss, die Anwendung dieser Symbole bei dreidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten sei nicht zweckmässig, und verwendet an 
ihrer Stelle nach dem Vorgange von Horpz die Zeichen A, A,,B,B,, 
C, C,; Srauı und Kommererr schreiben p, q, p', d, pP”, d', KnosrAucH 
wählt 1, 1,14, 1,1", Iy. Für längere Rechnungen sind in der 
That wohl die Horrpr’schen Zeichen am meisten geeignet. Handelt es 
sich aber darum, die Fundamentalgleichungen und ähnliche Formeln 
dem Gedächtnisse einzuprägen, so scheinen mir die Curıstorrer’schen 
Symbole gute Dienste zu leisten. 
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Wendet man diese Gleichungen auf den Fall an, dass 
A—= du? + G(u) dv, 
B = &u) du? + 2M(u) dudv + N(u) dv? 


ist, so ergiebt sich: 


Ba ehe da@\? ı dG 
(1*) RM ,;[7) Drdw: 
AM 1 dG@G 
(I1*) a aa ae 
AN ı d@ 1 d@ 
(III*) ET 


Aus (II*) erhält man sofort 
ya 3 

vg’ 

wo « eine Constante bedeutet. Setzt man diesen Werth von M 

und den aus (III*) folgenden Werth von 2 in (I*) ein, so zeigt 

sich, dass 


Ih) 
der linearen Differentialgleichung erster Ordnung: 
do ER, dlgG fs, , ı (AO Gag 
au en ee 


genügt, deren N Integral 


er) 


ist; ß bedeutet eine neue Constante. 
Demnach werden die Fundamentalgleichungen (I*), (II*) und 
(III*) in allgemeinster Weise befriedigt durch 
u2 1 Fi =) er 
1 4G \du 2 du? 


ri) 


(10) 
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setzt, durch 
Ba GN de 
2 ae Nr UN ER Re Feen. 
1 an, 2 du? 


Von) 
(10°) en 


a1. Vozr2E] 


Diese Ausdrücke für die Fundamentalgrössen zweiter Ord- 
nung gehen für 


EM 


genau in diejenigen über, die ich in meiner Abhandlung: Bie- 
gungen und conjugirte Systeme (Mathematische Annalen, Bd. 49, 
1897. 8. 279) für die aus der Rotationsfläche 


y= Usinv, 


EB RTE 
durch Biegung entspringenden 00° Schraubenflächen S,,, gefunden 


habe. Demnach ist unter diesen Schraubenflächen die gesuchte 
Fläche enthalten, und ihre Gleichungen lauten (a. a. O. 8. 275): 


P® U cosv, 
(11) 


x —= uaVG — b?. cos ie (— P(w)), 
(12) > ayG — b2 - sin = (— p (%)) , 
z=vy(u) + bv; 


Sue 9 a? (d@\? bdu 
(13) p (u) - / Vs er 4 : VG(@ — D3)’ 


0) va-flVe-r 5) 


Es bleibt übrig vermöge der Gleichungen (5) und (6) von 
den Veränderlichen « und v» zu den ursprünglichen Veränder- 
lichen » und q zurückzugehen. Man findet dann: 
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»—= ayG — 0° .cos-(4+2(D)), 


(12‘) y=aya6—P.sn(a+,0); 
e=m(p)+bo; 


7 - a? ,(dG\2? Db \dp 
as) (r-V rer) ee) 
RER 92 02 dG 2 dp 
(14') 0) | (or+ EF— PIE -9)— 5 (7,) IE: 
Die Gleichungen (12), (13'), (14’) enthalten erstens die 


Functionen E, F, @ von p und zweitens die Constanten a und b. 
Jene Grössen kennt man, sobald das Quadrat des Linienelementes: 


A = Edp? + 2 Fapdq + Gda? 


gegeben ist, diese lassen sich erst bestimmen, wenn man 
B= Ldp? +2 Mdpdq + Na 


hinzunimmt, und zwar ergiebt eine einfache Rechnung die Glei- 


chungen: 
EG — F? 


(15) > ra 
EN®—2FMN+GM: +1 () 
4 \dp 
(16) a (FN — GM): hg 
EN®— 2 FUN+GM +4 (7) 


Dass man nur die Quadrate der Constanten a und Db er- 
hält, hat seinen guten geometrischen Sinn.  Vertauscht man 
nämlich a mit — a, so gehen in den Gleichungen (12’) x, y, 2 
in — x, y, z über, und die neuen Gleichungen stellen eine 
Schraubenfläche dar, die aus der ursprünglichen durch eine 
Spiegelung an der yz2-Ebene entsteht. Vertauscht man aber b 
mit — Db, so zeigt am einfachsten die Betrachtung der Glei- 
chungen (12), dass x, y, 2 in x, —%, z übergehen, dass also 
eine Spiegelung an der xz-Ebene stattfindet. 

In beiden Fällen wird an einer durch die Axe der Schrau- 
bung gehenden Ebene gespiegelt und die ursprüngliche Schrauben- 
fläche in eine neue übergeführt, bei der der Sinn der Schraubung 
der entgegengesetzte ist. 


10 PAvL STÄcKEL: 


Im Allgemeinen giebt es daher zwei zu einander symme- 
trische Flächen, die beide .der Aufgabe genügen. Diese beiden 
Flächen fallen jedoch dann und nur dann zusammen, wenn 


b=0 


ist, und die Gleichungen (12’) eine Rotationsfläche darstellen. Soll 
aber b= 0 werden, so muss nach (15): 


(17) FN—-G6GM=0 


sein, diese Gleichung giebt also die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die Schraubenfläche (12’) in eine Rota- 
tionsfläche ausartet. 

Die Gleichung (17) lässt sich auch direct herleiten und 
zwar aus der Differentialgleichung der Krümmungslinien: 


(EM — FL)dp® + (EN — GL)dpdq + (FN— GM)d —=0. 


Soll nämlich die Fläche (12’) eine Rotationsfläche sein, so werden 
die Curven p = const. Parallelkreise, mithin muss die Gleichung 
der Krümmungslinien durch dp = 0 befriedigt werden, woraus 
wieder 
FN—-6M=0 

folgt. 

Die Ergebnisse der vorhergehenden Untersuchungen lassen 
sich zusammenfassen in den 

Lehrsatz II. Sind die Fundamentalgrössen E, F, @ und 
L, M, N einer krummen Fläche Functionen von nur einer der 
zugehörigen Gauss’schen Coordinaten p und q, etwa von p, so ist 
die Fläche die durch die Gleichungen (12°), (13), (14), (15) und 
(16) dargestellte Schraubenfläche oder deren Spiegelbild in Bezug -» 
auf eine durch die Axe der Schraubung gelegte Ebene. Sie. ist 
im Besonderen dann und nur damm eine Rotationsfläche, wenn die 
Bedingungsgleichung FN— GM =0 erfüllt ist. 


3. In der Abhandlung: Zur Theorie der Minimalflächen 
(diese Beiträge Nr. III) hatte ich nach den krummen Flächen 
gefragt, die durch ihre Asymptotenlinien in Rauten mit con- 
stantem Winkel 9 geteilt werden, und gezeigt, dass zu jedem 


T.. Uhr 
Werte von #, der zwischen O0 und = liest, von einer beliebigen 


Aehnlichkeitstransformation abgesehen nur eine einzige Fläche Rs 
der verlangten Art gehört. Für die Fundamentalgrössen erster 
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und zweiter Ordnung der Fläche Rs ergaben sich die Glei- 
chungen: 


18) E,=Ch(p +9), FR=e0s9. Ch(p, +4) H=Chp tn)" 
0, SER Ye Nt—0: 
dabei ist 
(19) = 00° 2%. 


Es war mir jedoch damals nicht gelungen, die Flächen Rs 
wirklich zu ermitteln. Wenn ich heute diese Lücke ausfülle, so 
geschieht das auf eine Anregung von Herrn Luısı BrancHı, der 
im Juli 1897 die Freundlichkeit hatte mir mitzutheilen, dass die 
Fläche Rg nothwendig eine Schraubenfläche sei, da ihre funda- 
mentalen quadratischen Differentialformen 


A=0h (v, — u (ap, +2e0s9-.dp,dq, + dg,) 


B= 4 cos en 9:.0h(o +4) "dp.da, 
die eingliedrige Gruppe von Transformationen: 


»y =m ta, 1=h—ı 


und 


gestatten. 
Um den Lehrsatz II anwenden zu können, setze ich 


(20) nta=p mMGma 
und erhalte die neuen Fundamentalgrössen: 


18) E— cos? — 8: Ch(p)", F—=0, 6 = sin? 9 .Ch(p)H; 
I 
L—=+.00529:Ch(p)" ", M=|(, N=—cos58-.Ch(p)" 
Aus (18’) folgt sofort, dass 
FN—GM=0 


ist, dass also die Fläche RR; sogar eine Rotationsfläche sein muss, 
und da ferner die Gleichungen (15) und (16): 


a—L, b:—= 0 
ergeben, so lauten die Gleichungen dieser Rotationsfläche: 


x = sin — nz Ch (p)* - cosg, 
(21) y=sn,»: Ch (p)" - sing, 


£-— sin 5 D: [Ve (u? — u) Ch( (p)?- Ch (p M— 


12 Pau StÄcker: | 


oder einfacher, da eine Aehnlichkeitstransformation gestattet ist: 
(x —= Oh(p)" - cosgq, 

ET ee re sing, 
= 40. Vu VORGE: On tar. 


Demnach gilt der 

Lehrsatz III. Alle Flächen, die durch ihre Asymptoten- 
Iinien in Rauten mit constantem Winkel # getheilt werden, erhält 
man, solange 9 von einem Rechten verschieden ist, durch eine be- 
liebige Aehnlichkeitstransformation aus der Fläche Rs: 


= Ch(p)" - cosgq, 
y= Ch(p)" . cosb, („= 09) 


2 = 0059 Vu — (u— 1) Ch (p)?: Oh(p)" "ap 


Für 9 = e ns ergeben diese Gleichungen das Catenoid; ausser- 


dem besitzen aber auch alle anderen Minimalflächen die wohl zuerst 
von Bonner bemerkte Eigenschaft, durch ihre Asymptotenlinien in 
(Juadrate getheilt zu werden. 

Varürt $ von O bis 3 7, so durchläuft u alle positiven 
Werthe von 0© bis 1, nimmt also im Besonderen auch alle ganz- 
zahligen Werthe an. Ist u eine ganze Zahl, so lässt sich die 
Meridiancurve von Ag mittelst elliptischer Integrale darstellen, es 
wird nämlich 


Fe e 
er al = u N we—ldu. 


Ist u eine rationale Zahl, so ergeben sich hyperelliptische Integrale. 


VI 
Zur Theorie der Spiralflächen. 


ı. Für das Studium irgend einer intransitiven Gruppe von 
Transformationen des Raumes sind diejenigen krummen Flächen 
von besonderer Wichtigkeit, die gegenüber der vorgelegten Gruppe 
die Eigenschaft der Invarianz besitzen. Während es aber für 
die allgemeine Theorie der Transformationsgruppen darauf an- 
kommt, die Gesammtheit dieser Flächen zu ermitteln, hat der 
(reometer ein Interesse auch an Fragen, die einer anderen Sphäre 
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von Untersuchungen angehören, den Fragen nämlich, ob die in- 
varianten Flächen reell und ob sie algebraisch sind. 


2. Ohne auf die Litteratur über diesen Gegenstand einzu- 
gehen, bei der in erster Linie Sopsus Lie zu nennen wäre, 
wende ich mich sogleich zu den besonderen Gruppen, die hier 
betrachtet werden sollen, nämlich zu den projectiwen Gruppen von 
Transformationen des Raumes, die den imaginären Kugelkreis in 
Ruhe lassen. 

- Die einfachste dieser len wird von der infinitesimalen 


Transformation 
öf 
02 


(1) 
erzeugt, die geometrisch eine Schiebung parallel der z-Axe be- 
bedeutet. Die invarianten Flächen sind die Cylinder 


(1) 20, 
die bez. reell oder algebraisch sind, je nachdem das von der Curve 
= 0 in der xy-Ebene gilt. 
An zweiter Stelle wird man die infinitesimale Transformation 


(2) yet e “| 


betrachten, aus der die eingliedrige Gruppe der Drehungen um 
die 2-Axe hervorgeht und bei der die Rotationsflächen 


(2') Aa(Ve+Y, 2) 0 
unverändert bleiben. Sie sind bez. reell oder algebraisch, je 
nachdem der Meridiancurve 2 (r, 2) = 0 diese Eigenschaft zu- 
kommt. 

Vereinigt man drittens (1) und (2) zu der infinitesimalen 
Schraubung längs der z-Axe: 


(3) te | 


so ergeben sich als invariante Flächen die Schraubenflächen: 


(3)) (VE + Yyshartg! — 2)=0, 
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oder 
ER a 8 nd 
z= B(Va +) + haretg — N) 


Diese Flächen sind mit der Curve 2=®(r) reell. Sollen sie 
algebraisch sein, so muss z algebraisch von & und y, also auch 
algebraisch von 


r=V®-+y und =: 


abhängen. Das ist aber nur möglich, wenn A verschwindet, und 
es giebt daher keine algebraischen Schraubenflächen im eigent- 
lichen Sinne des Wortes. 

Hiermit sind die eingliedrigen Gruppen von Bewegungen des 
Raumes erledigt. ’ 


3. Zu der infinitesimalen Aehnlichkeitstransformation: 
‚er EA SER 
(4) riet] 
gehören als invariante Flächen die Kegel 


“) See 


die mit der Curve 2(£, n) = 0 ben. reell oder algebraisch sind. 

Da die Vereinigung von (4) mit einer infinitesimalen Schie- 
bung nichts wesentlich Neues ergiebt, so bleibt nur noch übrig, 
(4) mit einer infinitesimalen Drehung (2) zu combiniren. Auf 
diese Weise ergiebt sich die infinitesimale Spiraltransformation:?) 


of of of 
(ka — 1y) 2 + (iy + 1a) + Re il |, 


(5) 


deren invariante Flächen nach dem Vorgange von LıE als Spiral- 
flächen bezeichnet werden sollen. Für Z=0 erhält man die 
Kegel-, für k= 0 die Rotationsflächen, die beide keine Spiral- 
flächen im eigentlichen Sinne des Wortes sind. Man darf daher 


ı) Vergl. Soruus Lie, Vorlesungen über Differentialgleichungen mit 
bekannten infiwmitesimalen Transformationen, bearbeitet und heraus- 
gegeben von G@. ScHerrers; Leipzig 1891. S. 237. 

2) Sopuus Lie, Vorlesungen über Differentialgleichungen, 8. 243. 
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— 1 setzen und erhält alsdann für die Spiralflächen die Glei- 
chung: 
(5') 2 (log — karctg F, log V x? + pP —kardg 2) — 0, 
oder 
(5”) logz = karctg 2 u) (108 Vx? + y? — karcetg 2) 


Es wird sich darum handeln zu untersuchen, wann diese 
Flächen bez. reell oder algebraisch sind. Ehe ich dazu über- 
gehe, will ich jedoch einige geschichtliche Bemerkungen über die 
Spiralflächen einschieben. 


4. Bereits in seiner 1872 erschienenen Abhandlung: Ueber 
Complexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe mit Anwendung 
auf die Theorie partieller Differentialgleichungen (Math. Annalen, 
Bd. V) hat Liz (8. 204) bemerkt, dass auf Flächen, die eine 
infinitesimale projective Transformation gestatten, welche den 
imaginären Kugelkreis in Ruhe lässt, die Krümmungslinien sowie 
die Asymptotencurven sich bestimmen lassen, und er hat gleich- 
zeitig die Bestimmung ihrer geodätischen Linien auf die Inte- 
gration einer gewissen Differentialgleichung erster Ordnung zurück- 
geführt. ') 

Die Bezeichnung Spiralflächen hat Liv 1878 gelegentlich im 
Norwegischen Archiv vorgeschlagen. In demselben Jahre ver- 
öffentlichte MAuricEr Levy eine Note, in der er die auf Spiral- 
flächen abwickelbaren Flächen betrachtete. ?) 

Hiermit ist jedoch die Litteratur über Spiralflächen noch 
nicht erschöpft. Der russische Mathematiker Carı Prrerson (ge- 
boren 1828 in Riga, gestorben 1881 in Moskau) hat in einer 
1868 erschienenen kleinen Schrift: Ueber Curven und Flächen auf 
S. 75—80 die Flächen untersucht, „welche wir nur in einer 
anderen Stellung zu betrachten haben, um sie bei ungeänderter 
Form in einem anderen Maassstabe zu haben“. Er ist auch auf 


ı) Vergl. auch Soruus Lie, Vorlesungen über Differentialgleichungen, 
S. 260 und 261 und Geometrie der Berührungstransformationen, dar- 
gestellt von Soruus Lıe und George ScHerrers. Bd. ı. Leipzig 1896. 
S.. 162. 

2) Sur le developpement des surfaces dont l’el&ment lineaire est 
exprimable par une fonction homogene. C. R. t. 87. 3. Nov. 1878. 
S. 788. 
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die Biegung dieser Flächen eingegangen und hat also bereits 
1868 einen Teil der Sätze von Lır und L£vy besessen. 

Da Prrerson’s Schrift ziemlich selten ist, sei es gestattet, 
folgende interessante Stelle wortgetreu anzuführen: 

„Für diese Flächen existirt kein Maassstab, sie sind sich 
selbst ähnlich. Da eine jede Vergrösserung dieser Flächen durch 
eine Veränderung der Stellung erreicht, folglich auch aufgehoben 
werden kann, so folgt, dass bei einer Substitution von ax, ay, 
az statt x, y, 2 und einer gleichzeitigen Transformation der 
Coordinaten die Gleichung f(x, y, 2) = 0 dieser Flächen un- 
geändert bleiben kann. Betrachten wir eine kleine Vergrösserung 
1 -+- de, in Folge welcher die Coordinaten x, y, 2 in x + xdae, 
y-+- yda, 2 + zd« übergehen, so lässt sich die kleine Verände- 
rung in der Lage der Fläche, durch welche diese Vergrösserung 
aufgehoben wird, auf eine Drehung dß um eine Axe und eine 
Verschiebung dy nach dieser Axe zurückführen. Wählen wir 
diese Axe zur z-Axe, so erhalten wir die neuen Coordinaten 


+ yaß, y—adß, 2—dy. 
„Die Coordinaten erleiden hiernach durch die Vergrösserung 
und die gleichzeitige Veränderung der Lage folgende Aenderungen 


dsz= ade + ydaß, dy=yda— xdß, d2z=2da —dy. 


„Da nun hierdurch die Gleichung f(x, y, 2) = 0 nicht ge- 
ändert werden soll, so haben wir 


Ö of; of, 
= (xd« + ydß) + nn (yda — xzdß) + 24 (zdae — dy) =. 
aß 


g : : a: 
„Bezeichnen wir nun die Constante Ic mit rn und setzen 
7 . 


2 für 2 — en so geht diese lineare partielle Differentialgleichung 


in folgende über 


erlernen 


und wir erhalten durch Integration 
logz = k arctg > + f (108 Ve? + y? — karctg ä) 


die allgemeine Gleichung der Flächen, welche sich selbst ähnlich 
sind, und in der That diese Gleichung bleibt ungeändert, wenn 
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wir die Coordinaten e* mal vergrössern und zugleich der Fläche 


eine Drehung n um die 2-Axe geben (d. h. A + karctg 2 - statt 


k arctg 2) N 


5. Indem ich mich zu der Frage zurückwende, wann eine 
Spiralfläche bez. reell oder algebraisch ist, bringe ich zunächst 
die Gleichung der Spiralflächen (5”) auf eine für die folgenden 
Untersuchungen zweckmässige Form. 

Werden in der &y-Ebene Polarcoordinaten r, 9 eingeführt, 
also 
(6) N I,: Yrsind 
gesetzt, so ergiebt sich aus (5”): 

loegz=k8 + BD (logr — k9), 

—k$+ Fre *?), 
und hieraus folgt 

BEN re 
oder 

N ee ale 

7 Far ed rs 
Demnach lässt sich die allgemeine Gleichung der Spiralflächen in 
der einfachen Form schreiben: 


(8) nr ESTER): 


6. Wird der Constanten k ein reeller Werth beigelegt und 
für 2 eine reelle Function ihres Argumentes gewählt, so definirt 
die Gleichung (S) eine reelle Spiralfläche. Wie verhält es sich 
aber, wenn man für k einen complexen Werth 


k=k, tik, 
wählt? Setzt man 
a A 
so wird 
+ W zZ . 
(8 ) RS 1e (rede), 


Mithin ist 2 eine Function der complexen Veränderlichen 


ut ivar, ed’, 
Math.-phys. Classe, mathemat. Theil 1898. 2 
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Giebt es nun ein endliches Flächenstück in der xy-Ebene, zu 
dessen Puncten lauter reelle Werthe von z gehören, so giebt es 
auch ein endliches Flächenstück in der «v-Ebene, zu dessen 
Puncten lauter reelle Werte von & (uw + iv) gehören. Das ist 
aber nach einem bekannten Satze der Functionentheorie nur dann 
der Fall, wenn 2 sich auf eine reelle Constante reducirt, man 
erhält demnach aus (8) die Gleichung 


2 
en const. , 


die einen Kreiskegel darstellt. 
Der Grund für die Ausnahmestellung des Kreiskegels liegt 
auf der Hand: er gestattet die zweigliedrige Gruppe 


of of ef of of 
I Dach Käge rer 
Hiermit ist der Satz gewonnen: 
Lehrsatz I. Alle reellen Spiralflächen ergeben sich aus 


der Gleichung 
& rn) 
wenn man der Constanten k einen reellen Werth beilegt und für 
2 eine reelle Function ihres Argumentes wählt. 

Der Kreiskegel, der unter diesen Flächen enthalten ist, 
bildet insofern eine Ausnahme, als k bei ihm willkürlich bleibt. 


7. Die Entscheidung der Frage, welche Spiralflächen gleich- 
zeitig algebraische Flächen sind, erfordert wieder eine Umformung 
der Gleichung (8’). 

Wird neben 
(7) r=Vat+y—=Vle+ iy)(@— iy) 
auch die Verbindung 
(8) Vi 


x — iy 


eingeführt, so ist umgekehrt 


2 1 'ä 1 
(9) :—;(+,) y=5;(s— 5): 
Mithin ist jede algebraische Function von & und y auch eine 
algebraische Function von r und s, es muss daher auch 
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‚ 7 >“ 
(5) el a) 
oder wegen der Gleichungen (6): 

„ & i In 
(8°) = mir. st) 


eine solche Function sein. Hierzu ist jedoch erforderlich, dass 
2 algebraisch von seinem Argumente abhängt, und dass um- 


unta] : 2 2 
ekehrt auch r .. s’* eine aleebraische Function von —, also von 
oO y I 


x und y ist. Mithin kommt alles darauf an zu ermitteln, wann 


gan (et in: % 
x — iy 

eine algebraische Function von x und y oder, was dasselbe ist, 
von s und r oder, da r auf der rechten Seite gar nicht vor- 
kommt, von s allein wird. Damit aber s’* algebraisch von s ab- 
hängt, ist nothwendig und hinreichend, dass ik eine reelle ratio- 
nale Zahl ist. 

Das Ergebniss dieser Untersuchung lässt sich aussprechen als 

Lehrsatz II. Alle algebraischen Spiralflächen ergeben 
sich aus der Gleichung 


‚ 2 N 
(8) ere), 


wenn man für 32 eine algebraische Function ihres Argumentes 
wählt und der Constanten k einen solchen Werth beilegt, dass ik 
eine reelle rationale Zahl wird. 


Die Verbindung der Lehrsätze I und II führt zu einem 
interessanten Resultate, nämlich zu dem Satze: 

Lehrsatz III. Die einzige reelle algebraische Spiral- 
fläche ist der Kreiskegel. 


Betrachtet man zum Beispiel die Spiralflächen zweiter Ord- 
nung, So zeigt eine einfache Rechnung, dass ausser dem Kreis- 
kegel 


(10) = c(& + iy) (x — iy) 


nur noch die imaginären Flächen 
(1 1) g=c:-——ı 


eine infinitesimale Spiraltransformation gestatten. 
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Für diese Flächen ist 
c f 
2u)= k=3 


also in (5) D=0. Als die einfachsten Spiralflächen wird man 
demnach die Flächen zu bezeichnen haben, deren Gleichung 


(12) log — karctg 


ıst. 


Kiel, den 27. Januar 1898. 


W. Scheibner: Ueber den Einfluss des Neumann’schen 
Exponentialgesetzes auf die elliptische Bewegung. 


Bekanntlich hat schon LarrLacE im 10. Buche seiner Me- 
canique celeste den Einfluss untersucht, den eine Absorption oder 
successive Extinction der Attraction beim Durchgange durch feste 
Körper oder ausgedehnte Massen (,„diminution par Vinterposition 
des corps“) zur Folge haben würde. Er fügt dazu dem Nzwron- 
schen Gesetze den Hemmungsfactor E7*” bei und nimmt die 
Absorptionsconstante « so klein, dass der Exponentialfactor durch 
1 — er ersetzt werden kann. LarLAcE kommt zu dem Resultat, 


dass 
1 


“< 7000000R’ 


wenn R den Erdhalbmesser bedeutet. Herr SEELIGER dagegen 
zeigt in Nr. 3273 der Astronomischen Nachrichten, dass, wenn 
der Hemmungsfactor nicht bloss beim Durchgang durch feste 
Körper auftreten, sondern allgemeine Geltung für die Fernwirkung 
der Gravitation haben soll, die Annahme 


«& — 0.00000038!) 


erforderlich sein würde, um eine Sücularstörung von 40” in der 
Perihellänge des Mercur herbeizuführen. Neuerdings hat Herr 
C. NEUMANN in seinem wichtigen Werke über das Newton’sche 
Prineip der Fernwirkungen, gestützt auf Betrachtungen über die 
Existenz des elektrostatischen Gleichgewichts, jenen Hemmungs- 
factor nicht an dem Ausdruck der Newron’schen Kraft, sondern 
an dem Ausdrucke des entsprechenden Potentials angebracht und 
das von ihm sogenannte „eingliedrige Exponentialgesetz“ in der 
Form 


p=@Ee, E-218.. 


ı) Als Einheit ist wohl der reciproke Werth des Halbmessers der 
Erdbahn zu verstehen. 
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zu Grunde gelegt. Die Absorptionsconstante « wird hierbei als 
positiv, aber sehr klein vorausgesetzt. NEUMANN deutet zugleich 
an (a. a. O. 8. 114), dass dieses Gesetz geeignet sein könnte, eine 
gewisse Vorwärtsbewegung des Mercurperihels zu erklären. 


1, 


Für die Bewegung zweier Massenpunkte m und m, hat man 


mE” = N pr, Sa: m; &, _ 51 = - pr, Rt: 


mithin für die relative Bewegung von m um m, als Centralkörper 


7, BT, „ Mm Hm, iX ı,9, 
& Ss 5 en pe 1 208 7 


Schreibt man 
A—=mm,k*, u—= (m + m,) k?, 


| Neu 
mm 1 


so wird 
pr:  nebsb yo 7 Fr 


L 
y 


und vermöge des Flächensatzes 


xy — ya, A—Vup, 
wo Z die doppelte Flächengeschwindigkeit des Radiusvectors und 
p den halben Parameter bedeuten. 


Der Ausdruck für pr ergibt 


’ a 1 & 
gr An +): 
und wenn man bei einer Entwickelung nach den Potenzen von 
« für hinreichend kleine Werthe dieser Grösse die in a” multi- 
plieirten Glieder vernachlässigen darf: 


Damit folst 


als die nach der x-Axe gerichtete Störungscomponente der ellip- 
tischen Bewegung ansehen. Die störende Kraft 
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2 
In" 


wirkt dann mit constanter Intensität in der Richtung des Radius- 
vectors von m; nach m. Da dR von der ersten, w von der 
dritten Dimension ist, so muss der Üonstante « die minus erste 
Dimension zukommen; wir wollen Beispiels halber 
1 
1000 E 


setzen und durch E die astronomische Längeneinheit, d. h. den 
mittleren Abstand der Erde von der Sonne, bezeichnen. 


= 


Wenn ® die Länge des Perihels und e die Excentricität 
der Ellipse bedeuten, so gilt bekanntlich für den Differential- 
quotienten der Perihelstörung d® die Gleichung 


u 4-38) 


I ® 


Entwickelt man 2 nach den Vielfachen der mittleren Anomalie 


9 in eine Reihe von der Form 


(ee) 
DREH Ku 
an - 2 am cos mg, 


“ fe - e? 
RL im. Ti 


und 0d® erhält bei der Integration das Säcularglied 


so wird 


(ne n Act. 
Nun ist für Mercur 
le 4 = 8.020114 — 10, 


bezogen auf die Zeiteinheit des mittleren Tages. Für 100 juli- 
anische Jahre oder 36525 Tage wird folglich 


le 4 = 2.582704 
und zufolge unserer früheren Annahme 


lg 4 0? — 3.698970 — 10, also 1g, 4a? = 6.281674 — 10. 
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Verwandelt man diesen Werth durch Addition von 5.314425 
in Secunden, so wird 


18 (5 40) — 1.596099 und dm — 39”455t, 


welcher Betrag mit der bekannten Leverrıer’schen Differenz 
genau übereinstimmt. 


3° | 
Allerdings hat LEVERRIER aus den Beobachtungen die Correc- 
tion abgeleitet L 
oo —= 39721 — 2.72 0de, 
es ist aber leicht zu zeigen, dass de unter den gemachten Voraus- 
setzungen keine der Zeit proportionalen Glieder erhält. Aus dem 
Flächensatze folgt 
04.7— 000 
und wenn R 
p=al—e), 
wo a die halbe grosse Axe, so ergibt sich 
2aedee= (1 — e?) da. 
Der Satz von der lebendigen Kraft aber liefert 


v; Pr 2 ı 2 1 
+ tee 
oder 
da «er. 
Damit erhält man 


d. h. ohne Säcularglied, q. e. d. 


Es würde sich also wesentlich noch um die Bedeutung der 
Constante 


2 — 1000 
& 
handeln. Reducirt man dieselbe auf die Lichtgeschwindigkeit 
Kan 
ER) 
ı) Genauer ist 5 
ı sin 0 — ui E, 


wenn 7 = 365.2564 die Länge des siderischen Jahres in mittleren 
Tagen ausdrückt. 
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wo die GAauss’sche Constante in Secunden 
335481879. md 0204451 
die Aberrationsconstante bedeutet, also 
lg A = 2.235942, 
so stellt = die Strecke dar, welche das Licht in 5.7621 Tagen 
durchläuft. 
4. 

Nachdem sich ergeben hat, dass eine immerhin discutable 
Annahme über den numerischen Werth des Neumann’schen Ab- 
sorptionsfactors « die in der Mercurbewegung vorhandene Ano- 
malie zu erklären vermag, ist die nächste Frage, wie sich die 
Werthe von 0®© für die übrigen Planeten gestalten. Hier ist 
leicht zu sehen, dass diese Säcularstörungen des Perihels etwa 
im Verhältniss der Quadratwurzel des Abstands von der Sonne zu- 
nehmen, und für die Venus 55”, für die Erde 65” u. s. w. im 
Jahrhundert betragen. Solche Werthe aber dürften mit den Be- 
obachtungen nicht leicht in Einklang zu bringen sein. 


Immerhin kann es auch von theoretischem Interesse sein, die 
vollständigen Bewegungsgleichungen, die sich bei Einführung von 
NEUMANN’S eingliedrigem Exponentialgesetze ergeben, zu entwickeln. 
Wir werden uns dabei der nämlichen Methode bedienen, welche 
im vorigen Jahrgang dieser Berichte, 8. 583 auf die Untersuchung 
der aus dem Weper’schen Gesetze folgenden Störungen angewandt 
worden ist. Ausserdem wollen wir 

BaryeT 


setzen, damit c von der ersten Dimension werde. 


Wir gehen aus von den oben unter Vernachlässigung von 
a® abgeleiteten Differentialgleichungen 


ey — y& — Vup 
er BR: 2 9 2 1 rY 
Er yYyY = u I+ten)=4l 445), 
welche für = rcosv, y=rsinv übergehen in 
r*v = Yup 


und 


und 
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mit den beiden unabhängigen Integrationsconstanten a und p. 
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Die Bezeichnung e ist von selbst klar. 


Bei der Willkürlichkeit der Constanten a und p sind wir 
berechtigt, ihnen kleine constante Incremente fa und Ap hinzu- 
zufügen, deren höhere Potenzen zu vernachlässigen sind. 


dann folgt 


(3) = Yır ta) 


Ver(i+ 5 


p-+ dp 1 


„o 2 
ul, — Pa a 
udca udp ur 
— get + Er alla. rar 5 2; 


(2) Or ii 


Durch Anwendung der Gleichungen (3), (4), (5), a. a. O. 


a?e r?o c?o 


(ma 


( Ap 
20° 


3 
z mr kt 


5 


S. 585, erhält man hieraus für 


(3) p=al—e), ; vu=aun? 
ink USE RN ET p 
(4) r=a(l—ecose)— RR S 
mit der bekannten Bezeichnung der elliptischen ei 
a’n | rY? = 
= — esine—uaeesine 1 — Sr 2 ven 


Um hier die Nenner sin? & resp. sin? MU zu beseitigen, welche 
im Perihel und Aphel, also fürr=a(1-+ 
herbeiführen würden, bestimmen wir die constanten Incremente 


Vene e 


Aa und fp aus den beiden Gleichungen 


Ja 
a? 
Ja 
ae I 
und erhalten 
(5) Aa = 


an u. 


er 


a(l a e) 
et zei, 


a?(3 + a 


20? 


e), unendliche Glieder 
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Damit wird 


da 4» er E, a®e” rg 
ger 2.c?r? 2r+ 1) 


me 10°}; 


9,7 
u. 2.0? (1 T x =) 
und durch Substitution in die Werthe für oe: 
a a, 
nd— 1425er +p)|de (6) 
Bu-| 


a 
1+ ca (p-+ 27)} df. 
Fügt man der letzteren Gleichung den Factor 


Ip ap 
Ber 2». 4c? 
hinzu, so folgt 


ar 


a (1 +5 a) af 


und wegen 
rdf=aVi— dde 


ee APR (7) 


20% 
Die Integration ergibt sogleich 
/ 2 r ja \ 
g=nlt—r)=e—esine +74 (89 —' ann e sine) (8) 


e sy _ ee 
NE; (9) 


wodurch die Coordinaten des Ortes völlig bestimmt sind. 


6. 


Es sollen jetzt aus den entwickelten Formeln die Ausdrücke 
für die Störungen der Elemente abgeleitet werden. Diess ge- 
schieht mittelst der aus (1) und (2) folgenden Relationen 


3.1.2 RA ZN 
= (5 2 +5) 


e? sin? > Ir 
See A "(1+2)=- Ver r aesinf (1 +) 


ap? 


202? 


o=dy—= — 
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während (8) und (9) ergeben: 
A eat et de 


und 


"ER sine) 


r e ar 
09 — 7. de — sinede — 1, (39 — esme)- 


Zra diesen Gleichungen treten die Differentialformeln hinzu 


da ON 
200 = u(; =) 


y? 
da on 
2aede= (1 — e)da — dp 
dp 
u 
A X) 
esinede — c08SE de — — 


ner gt —0g. 


Damit findet man ohne Schwierigkeit 


da—; Fr (2 r— (3+ ©) a) 
3a’n 


In— 3 +e— 22) 
de — let )——, z 1+e— 2) 


2e a 
= s 
a“ (1 e 
U d ee 
2 c?e 
2 2 
ar a? yi—e 
of = sin f = sine 
f 2 c?e f 2 ce 
° IER( 2 P 2 
a? Yıszıe 1, atyi —e 1—e: . 
00 = a — sine 
20? 2:2 9 e 


N (E — r) — sin f 


r e 


3a? 


c* 
= — ut, (+30 +55 8) sine 
nl +e@— 2? -\g— ae (2-43 +5% 0) sine. 


Ac?e 
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]» 
Wir vergleichen mit diesen Werthen die bekannten Aus- 
drücke für die Differentialquotienten der Störungen der ellipti- 
schen Elemente'): 


da’ ErAERgg on’ 0, 
TarigeanföR, Heminm" AH 
de — = sinfoR, 08 = — — cosföR 
EC ER 
eier . cos f Ir g)oR 
Nast, ART plus 
dog =dn-+ : (2 cos f 2r) OR. 


Berücksichtigt man die Gleichungen 


Re, Fr VEesr, 
‚__Vup ‚can 
f os, € 2 en, 


so constatirt man leicht den völligen Einklang der abgeleiteten 
Formeln. 

Ich möchte zum Schluss darauf hinweisen, dass, wenn bei 
der voranstehenden Ableitung die Incremente Ja und Ap nicht 
eingeführt werden, die Rechnung auf die Gleichungen führt 


r ri 
dg —ndt = (G — garen) de 
und 
a pr 
= dt = (1 — 5 mer af, 


also integrirt: 


j a? 1 — e cos s)* 
len: em — gan: PET De: (10) 


1, en, 


cosf — € 


ai atyi — e? ap 
et 2 ca alas ag sinf 


(11) 


ı) Siehe z. B. S. 122/23 des vorigen Jahrgangs, wo d9$=dU —=0 
zu setzen sind. 
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i e F 1 
Obgleich diese Formeln — wenigstens so lange man „5 ver- 


nachlässigt — den Differentialgleichungen der Aufgabe eben so 
vollständig genügen, wie die früher erhaltenen Gleichungen (8) 
und (9), so sind sie doch mit Gliedern behaftet, welche im 
Perihel und Aphel unendlich werden und desshalb der Anwendbar- 
keit entbehren. Umgekehrt konnten bei den durch das WEBERr’sche 
(Gesetz hervorgerufenen Störungen (siehe den vorigen Jahrgang 
S. 589) solche Glieder nur vermieden werden, wenn man Ja 
und 4p verschwinden lässt. Man erkennt also, dass je nach der 
Beschaffenheit der störenden Kräfte verschiedene Wege zur Be- 
rechnung der Störungen eingeschlagen werden müssen, um zu 
brauchbaren Resullaten zu gelangen, und es dürfte diese — übrigens 
nicht überraschende — Erkenntniss für die Störungstheorie unter 
Umständen nicht ohne Belang sein. 


SITZUNG VOM 2. MAI 1898. 


Der Secretär legt eine von 

Herrn W. SchEisgner, 0. M., eingesandte Arbeit: Ueber Hansen’s Ver- 
fahren zur Berechnung der speciellen Störungen und 

Herr S. Lır, o. M., eine Abhandlung von G. Kowarkwskı in Leipzig: 
Ueber eine Kategorie von Transformationsgruppen einer vierdimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit, 

beide zur Aufnahme in den mathematischen Theil der Berichte, vor. 


W. Scheibner: Ueber Hansen’s Verfahren zur Berechnung 
der speciellen Störungen. 


Im Anschlusse an S. 149 meiner Abhandlung über die ge- 
störte elliptische Bewegung und Hansen’s ideale Coordinaten, im 
Jahrgange 1897 der Berichte der mathematisch-physischen Classe, 
lasse ich aus meinen daselbst S. 85 erwähnten Vorlesungen über 
das Problem der drei Körper die Entwickelung der Vorschriften 
für die Berechnung der speciellen Störungen eines Planeten oder 
Cometen auf Grund von Hansen’s Methoden folgen,!) und beginne 
mit der Ableitung der die elliptische Bewegung des Körpers m 
und m, störenden Kräfte unter dem Einflusse eines dritten Massen- 
punktes m, = (61,6). 

I: 

Die vollständigen Bewegungsgleichungen der drei Körper 
mm,m, sind jetzt durch die neun Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung gegeben: 


mE” — wg my m$ — DE 
rt; a oh Ares 

m, 5, == PERL mn, = m’ mM, 1 6’ 
oeU > oU oU 


ı) Vergl. namentlich Hansen’s Aufsätze in den Astron. Nach- 
richten, Nr. 799/801 und 882, nebst Ergänzungen in der Einleitung zu 
den Tafeln der Egeria (1867). 
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nebst 
T k? mm, k”’m,m, k?mm, 


y Ta UNE 


Wir führen wiederum die relativen Coordinaten in Bezug 
auf m, ein und setzen 


re N 2 — 6, = 


während für die Coordinaten des gemeinschaftlichen Schwerpunktes 
M = (#HZ) 


M=m+m tm, M&E=mstm& + mE, :*: 
Ausserdem schreiben wir zur Abkürzung 

Ei men netter, 

„=atytäimn HR-atntraon 


Damit erhält man 


Be. Mm, 
" s-Aätyetryie 
r 
u | Dr m; 5 
Fe ’ Sn m 
"2 m m 
£ — ve) ti ul — [3 [3 * 
dh! TA ya Mm: 


nebst den Differentialgleichungen 


Te ux ERROR 1 oU 
Re Brei, I 0E m, 08,’ 

7 UX, SER 127 U 1 2 U 
er. 1 + 0X, Mg, OF, m, dE, 


Man erkennt zunächst, dass die Trägheitsbewegung des 
Schwerpunktes gewahrt bleibt, die Störungscomponenten 0X - 
OX, --- 0X, --- aber nehmen die Werthe an: 


6X = — km, (Rx — Rx), ::- 
oX, km (Re — Ray), -- 
0X, k’m, (Rx But It), Br 


| 


\ 
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wo zur Abkürzung geschrieben ist 
1 1 1 1 


Damit verificirt man leicht die Relationen 

MU’—= mm, (e!2” + y’y” + 22”) + mm, (a, +49, +22 ) 
+ mm, (a3, + Y3u5 + 23%) 

O=mm, (ye”—2y”) +mm,(y&, DE 2,9, ) +mm, (Yaks 295) 

O—mm, (2x” —x2”)+mm,(2,%, —x,2,) +mm,(2,%, — 2,2, ) 

= mm, (ay” — ya’) tm may, —yR) t+mm, (a9, — 9,85) 


aus denen die Integrale der lebendigen Kraft und des Flächen- 
satzes in der Form hervorgehen: 


2M (U h= mm, (?"-+y?+z2”)+ mm (e’+y°+ 2?) 
+ mm, (&? +9, + 2) 

MA= mm, (y2’+zy')+m, m, (y2) — 2,9) + mm, (Y52, — 2595) 

MB=mm, (zx’ +x2)+m;m,(2, 2) — 2,2) + mm, (2,0, — 2, 2,) 


’ 


MC —mm (zy’+yx) Hmm, (2,9 —Y8)+ mm, (&Y, — Ya%3)- 


- 


Im Falle die Masse des gestörten Körpers vernachlässigt 


werden darf, wird 
’ x 
x ee 
x, + km, + m,) az 
1 
und es folgt, unter der Voraussetzung, dass keine weiteren 
störenden Kräfte vorhanden sind, die rein elliptische Bewegung 


des Körpers m, um m,, also 


12,8 2 a _ Mh 
EEE el Ne Kar r, “a m, M; ? 
® ‚__ MA 3, 
ih emp ) 
>: 


Wenn, wie wir im Folgenden voraussetzen wollen, die Coor- 
dinaten X,%,2, des störenden Körpers m, als gegebene Functionen 
der Zeit betrachtet werden dürfen und 


du = k?m, 


ı) Vergl. auch Jahrgang 1866 dieser Berichte S. 35, sowie ÜRELLE’s 
Journal, Bd. 65, S. 291 und Bd. 68, 8. 390. 


Math.-phys. Classe, mathemat. Theil 1893. 3 


34 W. ScHEIBNER: 


geschrieben wird, so handelt es sich noch um die Integration der 
Differentialgleichungen 


»” +5 — du(Rın, — Rx) = 6X 
„ Q f 

20: ne — du(lRın — Ry) = 0YV 
2” + == du(R,z — Re) =62. 


Führt man hier die Grösse 


ein, wo offenbar 
r —yr + 1 — 2rr,cosrr,, 
so folgt für du =4 
02 708 Br 

Wir dürfen also 2 als die Störungsfunction des Problems (a. a. 0. 
S. 115) bezeichnen, von der wir indessen für die Berechnung der 
speciellen Störungen keinen Gebrauch machen werden. Dagegen 
ist, um mit den Bezeichnungen der früheren Abhandlung in 
Einklang zu bleiben, die Bemerkung wesentlich, dass früher 
u=k:(m + m,) und jetzt u = k? (m + m, + m,) geschrieben 
worden ist. Setzen wir also in den obigen Formeln u + du an 


ex —ı 


Fe ® 1 
Stelle von u, so kommt diess auf die Hinzufügung von „s zum 


Werthe von R hinaus.!) Dadurch wird 


1 1 rcosrr 
R pen 9 Ko} —— == —— — . 
13 13 rT, 


1) Unter Umständen kann es allerdings gerathen sein, die Be- 
zeichnungen s ; 
u=lt’(m+m, +m) nebet R= — —— 

Tr r 
beizubehalten, weil dann zufolge des Art. ı auch 
+ a — km (Rx — R,&) 
r 


wird, ohne dass die numerische Rechnung sich complieirt, wenn in der 


Differentialgleichung für d«” das Glied e hinzutritt. 
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Die Differentialgleichungen 
A IX, .. 
sind $S. 148 der Abhandlung, unter Beschränkung auf die Glieder 


erster Ordnung, in die folgenden umgewandelt worden: 
RLERRREN = 
da + „5 du = E oIN— re 04 
PB” + . dB = cosid U 
’ N. 
döy + 2nde—= > | 
o4d’=röN, 
wo INÖSJU die Störungseomponenten bedeuten, welche senk- 


recht zur Bahntangente, zum Radiusvector und zur idealen Bahn- 
ebene gerichtet sind. 


Man erhält mittelst der Störungswerthe d« dß dy den Ort 
des gestörten Körpers, wenn man mit den der Zeit t= t, ent- 
sprechenden osculirenden Elementen für 


= nt —ı)tYy=n— San 


die Polarcoordinaten 


| 1 4+ 06% 
r—=dä,(1+ de) (1 — e, cosy) = nen 
und 


Fr AR ek 
berechnet, und die Länge und Breite aus den Formeln 


cos b eos (l — 9,) = 008 8 


} BR . 6 
cos b sin (L — 9,) = cos i, sins — tg iy - 


at öß 
sind = sini, Sins + “ 
oder 
tg ı 
rtg(l — 9) = r cosi, tg a — 205, 0ß 


z=rsind = r sini, Sins + Oß 
ableitet. Dabei gelten selbstverständlich die Gleichungen 


En—u, v1 —o)=M und I, = UPg: 
3* 
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3: 


Zunächst sind die den Componenten 
IX — du (ka, — =) 
IY = bulk — =) 
027 — du(R,e — =) 


entsprechenden Werthe von IN 88 dU abzuleiten. Da (8. ıı1) 
SIN—=ZOR— 188, 
oB — X -uaY.- 202, 

so ergibt sich sogleich 


öR — du (R,r, cosrr, — —,) 


T3 
und analog 
98 = du R;r, eos Sr, 
6U—=duR,r, cosTUr,. 
Damit folgt 


; r 1 TS 
söN = Aöu (R, 2 eossn, — g — KR, T c0sßr,). 


Substituirt man hier 


1 + ecosf, ——esnf, 


so wird 
s' r | i 
ZINN = du (R, 3 leosrr, + e (cosf cosrr, — sin f cosSr,)] ) 


Wenn J die Neigung der Bahnen des gestörten und stören- 
den Planeten bedeutet, K den aufsteigenden Knoten der Bahn 
von m auf der von my, 


O= RK md ,=QK 


die Abstände von den auf die Fundamentalebene bezüglichen 
Knoten, so setze man 
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o=S2K+KI=®-+TN 
®, eh a 
uvu=ßK-+Kr =9 +U 
= Kt Kr = HT. 
Dann sind II und II, die Abstände der resp. Perihelien und 
T—_-KUINr=-U-+f rH. U-=-lI-+f 


die Argumente der Breite, beide vom Knoten K an gerechnet. 


| 


U 


Sei ferner auf der Sphäre P der senkrechte Durchschnitt der 
Seite Ur, mit der Bahn von m, so hat man für 
b,=-Pr, ud L=KP, 
Ur, =B2, + 5 ; csUr, =— sind, 
und es liefern die Dreiecke KPr,, r Pr, und $Pr, die Ausdrücke 
cos B, cosL, = cos U, 
cos B, sin L, = cosJ sin U, 
sin B, = sin J sin U, 
cosrr, = eosB, eos(U— L,) 


cosö'y, —= cos B, cos & + U— L)=cosB, sin (L, — U). 
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Diess gibt 
cosf cosrr, — sinf cosSr, —=cosB, {cosfcos(U— L,)+sinfsin(U—L,)} 
— cosB, cs(U—f— L,) = cosB, cos (MT — L,). 

Der Werth von öN erscheint jetzt unter der bequemen Form 
5 


2 : 1 
zoN _ du R, „cos B, (cos (U— L,) + ecos (I — L))— 5}; 


1 
während 
08 = — duR,;r, cosB, sin(U— L,) 
OU=— duk,;r, sinB,. 
Für die Differentialgleichungen der Aufgabe aber erhält man 
nunmehr 
„ 2 
da’ + da = 844 
+ du IR, cos B, (eos (U — L,)-++ e cos (MT — L,)) — =) 
2 
88” + 08 —=— du Ryr, sin B, cosi 
dy +2nde— 04 
04 = —duR,rrcosB, sn(U— L,). 
2. 


Im Dreieck KR, liegen die Seiten ©, ©, und 9 — 9, den 
Winkeln i, # —i und I gegenüber, folglich ergeben sich zur 
Berechnung von @®, ©, und I die Gleichungen 


sinzJ sin (9 + 0)=sinz ($— 9)sinZ>(-+i) 
sin J cos (9, + 0) = c0s 5 ($ — 9) sin, (d —ü) 
cos J sin (O, — 9) — sin + (9 — #,) cos (+ i,) 
cos. J cos > (©, — 0)= c5($— 9) cs (6 —ü), 


wonach 


I=%—0.') 


1) Hansen setzt I =K II =, —c— © 
I, =KHM=%, — 
und schreibt ® und % statt © und ©. In der Einleitung zu den 
Egeriatafeln (S. 463) wird eine etwas abweichende Berechnungsweise 
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Zur Berechnung von r, empfiehlt Hansen die Formeln 
& =r,cosB, cs (U—L,) 
nr, eosB, sn (U— L,) 
&, =r, Sind, 
&, = nr, cosB, cos(IT — L,) 
rs, cs oBesL=&—r 


r,csBsnL= n, 


N, sinB=|.. 
Dann wird 
R it CH, R 7; : 
de + y? 00, Ar? 47 ou p (te) 
RR 39ß — — du R,&, eosi 


y—=n ee — 206«) 
od’—=—duk,rn: 


Als Fundamentalebene der xy wollen wir, wenn der Central- 
körper m, die Sonne bedeutet, die zu einer gegebenen Zeit 1, 
stattfindende Ekliptik, als x-Axe die Richtung nach dem ent- 


von J, © und ©, vorgeschlagen. „Man rechne zuerst die Bögen q und 
r, sowie lgsinp und lg cosp aus den Gleichungen 


cos p sing = sini, cos (# — #,) 
c0SP cosq = cos i, 
cosp sinr = cost, sin(® — 9) 
cosp cosr = cos (F — Pi) 
sin p = sini, sin ($ — 9), 
worauf man J, @ und ®, durch die folgenden bekommt: 
sin. J sin = sinp 
sin. J cos@ = cos p sin (it — q) 
sinJ sin(0, — r) = sinp cos (it — q) 
sin J cos(9, — r) = sin — q 
cos. J = c0sp cos(t — q). 
Die Bögen q und r sind immer so zu bestimmen, dass cos p, und © 


und @, so, dass immer sin.J positiv wird, wodurch die Quadranten, in 
welchen diese vier Bögen zu nehmen sind, völlig bestimmt werden.‘ 


40 W. SCHEIBNER: 


sprechenden Frühlingsäquinoctium zu Grunde legen. Ich erinnere 
dabei an die lehrreiche Abhandlung von” Hansen: über die Re- 
duction der Oerter der beweglichen Gestirne auf die gleichzeitige 
" Ekliptik, oder den gleichzeitigen Aequator und das dazu gehörige 
Aeqwinox, in Nr. 423—26 der Astron. Nachrichten nebst den er- 
gänzenden Zusätzen, welche in der Einleitung zu den Tafeln der 
Egeria (1867) S. 427—466 enthalten sind. Als gegebene Grössen 
werden ferner vorausgesetzt die osculirenden Elemente des ge- 
störten Planeten m für die Anfangszeit f,, also neben 


w„=1I?(m+m,), 4a, oder ny,, 
Er es EEE 
= sing, oder A,=YVup,= an, 808 P,, 
ig Po ©, oder „= ©, 69, 6, und , oder 96, 


wo wir durch y, die Epoche der mittleren Anomalie bezeichnen, 
sofern für = 1, die Gleichung 


yet —nlt—n) + 0y 
übergeht in 
Yo = M (to TH To): 


Uebrigens werden wir, wo es ohne Anlass zu Zweideutigkeit ge- 
schehen kann, den Index o bei der Bezeichnung der osculirenden 
Elemente der Kürze halber häufig weglassen. | 

Hansen schreibt C, statt y, und öO = ndz statt dy, 2, 
statt dß, w statt log nat. (1 + de), n, statt x, und bestimmt 
die Lage der festen X-Axe in der idealen Bahnebene durch die 
Gleichung | 


=, dass ment 


wird. Selbstverständlich ist auch hier die Ekliptik der Zeit t, 
zu Grunde zu legen. 


5% 

Vom störenden Planeten sind ausser der Masse du = k?m, 
und den für f, geltenden Werthen der Elemente %, und i, aus 
den Ephemeriden als Funetionen der Zeit bekannt die heliocen- 
trischen Längen und Breiten /!, und b,, nebst den Radienvectoren 
Yj, erstere bezogen auf die wahre oder scheinbare, also gleich- 
zeitige Ekliptik. Gebraucht aber werden die Längen in Bezug 
auf die feste Ekliptik zur Zeit t„, auf welche auch ®, und i, zu 
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beziehen sind. Die Reduction geschieht mit hier ausreichender 
Genauigkeit durch Subtraction der Präcession!) 


24 24 < t+t, 
— | 50” 22295 + 0” 00022414 (5 — 1800)}(E—1,)+ N, 


wo N die Nutation in Länge bedeutet und in den Ephemeriden 
als Gleichung der Aequinoctialpunkte aufgenommen zu sein pflegt. 


Schreibt man also !, — # statt /, und setzt 
==, —- F—9, 
so gibt das Dreieck &,1,r, 
c08 4, = cosl cosb, 
sin u, cosi, = sinlı cosb, 
sin u, sini, = Sinb,, 
mithin auch 
tglı =tgu, cosi, 
mit der bekannten Reihenentwickelung 
„= Uu+9, =-u+tesisin2u + 
+ gt, sind + tg’ i, sin6l - 
Die Länge in der Bahn, deren Kenntniss für die weitere Rech- 
nung übrigens nicht erforderlich ist, wird dann durch 
—ur® 
erhalten. 
Man findet z. B. für 


t—= 1853 Aug. 21,0* Paris = 0"44’14”0 Berlin 
nach dem Berliner Jahrbuche zu 1853 Aug. 21.03072, m, = 4 
L, = 2650234575, , = + 18°22”0, 
r, = 5.26219, De on 
und wenn nach Encke (Berliner Monatsberichte vom 27.Nov. 1851) 


für {, = 1853 Sept. 11,0” Paris und das mittlere Aequinoctium 
von t, = 1810.00 


ı) Siehe die citirte Hansen’sche Abhandlung, Astr. Nachrichten 
Bd. 35, S. 113, nebst den Zusätzen in der Einleitung zu den KEgeria- 
tafeln (S. 432, 449): die Zeiteinheit ist bekanntlich das Julia- 
nische Jahr. 
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9, —=98032'22°, u = 1018'46"5, my rn: 
so wird 
DEZE MT AU MER — 1200 döw.—= 005791335, 
4 —= 166°15 6°6, , u, — 166° 14/5471, 0, ZB ee 
Hat man nun die Constanten JO®, und II für t= t, be- 


stimmt, so sind zum Behufe der mechanischen Quadratur für die 
Zeitpunkte 


+ (m—1)h oder + (m—5)h, wo m=0,1,2,3:--- 
die Werthe zu berechnen von g, &g, r, f mittelst 
gen (t— t) +p=:— 9Sine 

r cosf = a, (608 E — 6,) 

rsinf= a,y1 — sine, 
ferner 

Deu. 9, 2,2508 

U=f+1, U—-L ud N-D. 
Damit lassen sich die oben durch &,, 1, &,, und &, bezeichneten 
Hülfsgrössen finden, welche ausreichen, um 


! 1 1 
Ds, B,.r, : Sowie: She, 
Tz T] 


zu berechnen und die zu 


1 1 
RT 
integrirenden Differentialgleichungen für die gewählten Zeiten 
aufzustellen. 

Das Zeitintervall = dt hat man der Beschaffenheit der 
störenden Kräfte angemessen zu wählen. Hansen setzt in seiner 
Abhandlung, um sich bei Berechnung der Vestastörungen durch 
Jupiter an Encke’s Beispiel anzuschliessen, A —= 42 Tage: häufig 
wird für die Störungen der kleinen Planeten der Werth von 
h = 32 mittleren Tagen zweckmässig sein. 


resp. nach Befinden R = 


6. 

Zar mechanischen Integration der Differentialgleichungen be- 
dienen wir uns der folgenden Entwickelung. Die Interpolations- 
rechnung lehrt die Berechnung einer Function y = fx für be- 
liebige Werthe des Arguments, wenn für ganze positive oder 
negative Zahlen m die Werthe y„ = fm als gegeben oder ge- 
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funden vorausgesetzt werden. Sei nun y=2=w”, so wird 
man auch die Functionen 


w—/Sf fe de? = vr 


finden können, wenn gm und am bekannt sind. Es handelt sich 


also zunächst darum, 9m und wm mittelst der Werthe fm aus- 
zudrücken. 


Hierzu gehen wir aus von den bekannten Newron’schen 
Interpolationsformeln (Methodus differentialis, Propos. III. ı, 2, 


vergl. auch das Lemma V. des dritten Buchs der Prineipien): 
2 x. —1 
in + ch) ge Ymt + An an 31 EA Es —A, + 
x. 0? — 4 x a 
Bent, 


m 5! 


en. Ss - 2 
il = 
(in + 2+zh) — Ym+t 2 Ar, jr ar Anz ar 


1 1 
re Ben, 


& — .02— — 
4 3 4 4 4 
U EEE EL U HE 
x: x? 2 GE 52 
4 4 5 
An 5! Aurr rt )) 


wo 
Im m A) + mh, Ym = fin 


geschrieben ist und die successiven Differenzen resp. Summen von 
den Gleichungen abhängen: 


2 2 2 
g* ak a weg = Vn+z}; = (Varı -+ V,) ri er 
Vn+4— Vn—} — Ym; = (Vmt4t Vm—4) er Van 
1 
Ym+i Im E32 Aut ’ 2 VERS, m Y,.) BE Im+4 
1 
ig Au} DE —AU, ’ ) Aurıt A,_) a er 
Ben or EMDEN Hi 
m+1 m m+4 ? 2 m-+1 m En AS 


ı) Für die Rechnung mit diesen Symbolen lassen wir eine 
tabellarische Zusammenstellung der hauptsächlichsten aus den obigen 
Definitionsgleichungen hervorgehenden Relationen folgen: 
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Die Integration ergibt: 
tn th 
ER sh)de = a ZYymcher Si el. 33 EN + 


2 mp3 6 4 2 
ja m el au Br 6! Bi ? 
2 2 Et 1,2 2 2 1 
mi mar Yan ’ Vz Yun VYm ai 4 Ym 


1 1 
Va u — Ym+4 3 IV BAT urn, N 3 +7Anr} 
1 
Im+4 Time 314: A, ar 1 = Im— y —Yn ug rd), 


9 1 1.45 
An+ı =D = Ani ’ 5 Ay+ı Zr A,) ==; Antı +7 Anz 


ER: 
el ar A,_1=U,, ’ 5(4}, nm An I A, „+7 A, 
2 2 1 1 1 
Vnt} Fr ER get! Vnt3 Eye BR + 7 Im 
m+4 Rn © Yıı 9 Im+4 # m+1 
1 1 1 2 
Im+4 rn Art ee A, Tr Zum 


1 2 
Ar Ed A, 246.7 A, EYE. Anr+r Te An+t 


2 2 1 
Ar 17 A, ag" An+4 SE A, “r m A, 


n—1 N 
2 2 2 2 
en SV vv 
mM=O 5 = m=1 
n—1 7 
— V,= >> Ym+1) Verl Vı = N y,, 
g A ” if 
n—l1l | n 
Yu = Sauıı 3 Yn+4 a Y, Kr: PN 
Pr € > 1 
n—1 N 9 
A, u‘ A, m; Pa; Au+r1 cc ar ni; DA 
0 = fi = 1 
n—1 n 


2 2 3 MIET 2 3. 
A,— A, = ee, A,rı an A, Fr Be 
0 2 2 3 
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unse 


fi + +3 ma, ICH: sydt—ay,y,+ 


2 In;  E 
+ 5; Ama + Ans + —g— Andy + 
5 — 2.3 3% A a5 — Bgt 27T g2 5 
HE -- a ET er Tram —— Any: 
mithin für — .<r< e 
1 ri 2 
„frat= „ta, - A, + 
und 
mtr Er 
"je: sh)di—=, rates mi ; Ansıtmänr: Bra. 


Durch Summation zwischen den geeigneten Grenzen erhält man 


irn eh ‚ff + zh)at > _ 


m—1l 


= V43  Y, +9 (Antı — Ay) — (Ant — Ay): 


——— Di 4 ETz BD, ’ 
n—1 


fu Z- en Ne NE TAN 


—= 60, — D.: 


7- 


Hiermit ist die Aufgabe gelöst, wenn 


t 
1 
Bat Hin So —0,t also =, frat, 
t 
f 0 
die Werthe 


pm >= Du Re Do 


zu finden, sobald die Werthe 9, = ft. gegeben sind. Schreibt 
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man dagegen 
fd — ;h) statt fi, so. wird Ym = f(tm —h) 
und 
ARE Da a P,; 
mit anderen Worten, man kann auch gt, bestimmen, falls die 


Werthe f(tm — >h) — Y als gegeben vorausgesetzt werden. 


Es ist ferner leicht, die Gleichungen 


t +5zh 
1 m 
„rat = E (im + SR) — d,+42 Do für Yun 


2 Tal fir: —h) AR D, — D, 
a +% h \ 
oder 


(m s)=B,— Bd, für y,—flim —zh) 


abzuleiten, wenn man in den Integralformeln 


4 163 15 
fi tt &h) de—z +3 A, +5 18 Ar 50 amt Pi 


Mm 


0 
1 1 1 1 92 
= AR 5 —p} f = — er re 
fra+s tm aa 30.) u 
al 3 11 4 13 5 
ar 354 Nur SE 1440 "m+4 46080 m+4 2 


y, A?, A*.. mittelst der Ausdrücke eliminirt: 


Im“ Va V Imtı 2(V nr, Ve 
2 1,43 
=2(A, m+} ZEN V„23= 2A), SAN Re@E Be 
wodurch 
int} h In 
fidii=- ı fr@+:m d= Da er 
Em R —4n 


hervorgeht. 


Zur BERECHNUNG DER SPECIELLEN STÖRUNGEN. 47T 


Zur Ableitung der obigen Resultate kann man sich auch 
der sogenannten MacrAurin’schen Summationsformel (Treatise of 
Fluxions, 1742, Art. 828 und 832) bedienen, welche wir in der 


Form schreiben: 
n 7n 
’ 1 
r "fin Er „freu, 
{0} 


Mi 


wo die Macuaurin’ sche Function 
F=fi+zIhft+35 mit — en MfNt+ Bene 
— ft +3) —a N +) + za" (+ ZN) — 
aM (Hm +: 


eingeführt ist und BD, die n‘® Bernouuur'sche Zahl bedeutet. 
Man erhält sogleich 


n—1l 


fr fat I, (Pin + Find) — a Fl) + 
- h? (fin — ft 0) + et: 


und 
In+4n N 
fur: Zh) dt= „ra fin + hf +) —f (+4) 
+4 
— ak) Fo HSM] 
oder 


| 


fr ft N en EAN Er A Tr Ge ee 


und hier können die Differentialquotienten nach bekannten Regeln 
durch die Differenzen ersetzt werden. In Betreff der Convergenz- 
bedingungen dieser Formeln mag auf den Aufsatz in diesen Be- 
richten vom 12. Decbr. 1857 verwiesen werden. Im Uebrigen 
eitiren wir Encke’s Abhandlung über mechanische Quadratur, im 
Berliner Jahrbuch von 1837, ferner die interessante Abhandlung 


W, ScHEiwNkr: 
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von @. Bonn On some applications of the method of Mechanical 
Quadratures (Memoirs of the American Academy, Vol. IV, p. 189 
bis 208, Boston 1849), sowie Gauss’ Werke, Bd. 3, 8. 329f., 
wo die Werthe von gi, und ıt„ sich in weiterer Ausdehnung 
entwickelt finden. !) 


8. 


Es handelt sich noch um die Bestimmung der Functions- 


werthe 
t t t 
ar af) di ee d 
a {bi u u. 
0 1) 0) 


ı) Für ft, —= y,, hat man 
De er 
"ft — — 58, +5, Fr: 
WEN 
Kt — DR —-h,:,, u =Ar SU, 
fin +5 Ym+} — 4, a user: en u u Tr m+4 ER 
fe Br ni SALTE 4 7 A ne = ER as Eu: mo, 
ty ". AA en 
"fd, tzh= 4, pm : An 1 An eg 
WG, + Re ae 
WfYd„ +) A, nr4 —: 
Analog ergibt sich für f(,— Zh) = Yy,: 
en Ym+4 ER An+y Tr lang 17 Ar u 
Ar ne ae Rt Ts A 
hfd, ZW =, —- 5, +40, - 08, 4:: 


U. 8:!W. 
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t 
ü . i . 1 
Diese gelingt, wenn man in der Gleichung pt = % IR du 
t 


0 


1 
fu entweder durch 4 pu oder durch (t — u) fu 


ersetzt. Wir schlagen den ersteren Weg ein und transformiren 
die Gleichung 


77 
„freat = en 


1 2) 
| 
indm wir ot = = fi dt anstatt ft einführen. Dann tritt 
nu 
D, — Do an die Stelle von %,, und weiter 
= (Br4ı — ®,„_ı) an die Stelle von 
Be na) 
Es wird aber 
(8,41 — 8,_1) = n (Vase VYe-i)p 
— (in + Ar) — 5 (Ar 7 0) Hr An 
Inch An — mn: 
Folglich gehen auch V und A über in resp. 


v. +4 RR 5: und A} 


% 4: 180 


mithin 
2 2 1 il 2 1 1 2 11 2 
iD. a Di Al EI, u 00 ae ar u) E TEE 
2 it 1 2 
a an N, Te, 


et 
1 
ee 
wenn 


Math.-phys. Classe, mathemat. Theil 1898. 4 


so dass 
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t t 


1 
at — far ftdt, vhu=0, 
t t 
0 


0 


hvt= pt, GI WU, 
9 Y% Y 


In analoger Weise können wir 


t 
ft durch 1 /ra+ imaı 
t 
0 


ersetzen, wodurch %, in ®, a D, übergeht. Dann erhält 
2 2 
man für A, den Werth 


1 1 2 17 


und für ®,„ den Werth 


Var ZRT Ace TEA, Be 2 
endlich 


tn t 
1 1 
En, 
0 N) 


Schreibt man hier wieder f(t — —h) statt ft, so wird 


Yı ME. Ph n h) und vL,, 7 En Fr pP, 3 


2 
Wenn die Werthe %,„ gegeben sind, so bleiben die Werthe 
2 1 2 2 
von “ und V,, oder von V,—= Yı7-3% und Vi —=V,+ 7 V} 
unbestimmt und können beliebig angenommen werden. Man wird 
diese Bestimmung zweckmässig so treffen, dass 


entweder ®, und ,, oder ®, und , verschwinden. 
Für 4m = ft erhält man folglich 
Vz Vasz 74 »& =} 7 A, v- = As! 
Plm = Din und Ylm = In; 
während für 4 = f (tn — —h) 
A = Vots Yu nd) 
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9 1 17 
va (A+2A)), 


240 
ER und ve =7 


m m+4 
zu nehmen sind. 
Fragt man endlich, welche Form die Gleichung 


n+4n n—4n 


1 1 
fr — Duoiy fm D, oder fra 1 Pit D, 
0 0) 


annimmt, wenn 
2 t 
ß 1 { 1 1 
ft in 1. Fön oder in gr“ ah) dt 
0 0 


übergeht, so verwandelt sich im ersteren Falle 


end, Din W, Ars in Br, brr D,; 
u in Fury 
während im zweiten 
y,ın er PD: ; D, in P, et in RN} ®.\\, 


0,770 


1 
2 
übergeht. Damit erhält man 


Im -- 4 ht 


1 
fe a nn Ei 
L, A 
neben 
im—in e 

1 1 

far fre+ma=- nm, 
) 0 


mit anderen Worten: 
für y„, — ft, wd %—=0 wird vlt, + -1)— HAGER 
7 a T p) 
während, wenn f(t + h) mit ft vertauscht wird, 
für y, = flt,— - h) und w; —=0, yl,— —h) =y 


hervorgeht. 
Die letzteren Werthe liegen der Rechnung von EnckE- 
Hansen zu Grunde. 
4® 
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9. 
Wenn wir jetzt zu den Differentialgleichungen des Art. 4 


zurückkehren, so können die entwickelten Formeln der mechani- 
schen Integration auf die Gleichungen für 


1° und dy = ft=hp't 
unmittelbar Anwendung finden, während in den Differential- 
gleichungen für 

de’ und I" =ft=Ny"t 


ft noch die sogenannten indirecten Glieder 1, 0@ und 0 ß ent- 


hält, also von der gesuchten Grösse aut abhängt. Das Verfahren 
erheischt desshalb eine Modification. 
So wird z. B. für 


fi= — dehnen 
em em 25 3 h 
fr dt=hpt,—I®,, ftdtt=hy(t, + —h) — hD,+3: 
u t 
0 


) 
Man kann auch %,. = hft„ setzen und damit etwas einfacher 
0A= ©, für das Intervall von to bis t„, 
sowie 


& ’ 1 
oA—!® für das Intervall von f, bis u + ZA 


m+} 
erhalten. Dagegen ergibt sich analog für 
Ym = hfltm— > h) und D, =+D% 


in—th 


ER . 

a D..44 und 04 -/ra=@,. 
at: 2 
0) 0 


Die Berechnung von dy geschieht in gleicher Weise für 
fi=n( — 2 de), 


nachdem d4 und da gefunden worden sind. 


Bei der Integration der Differentialgleichungen für d«” und 
0ß” kann man wie folgt verfahren. Setzt man etwa 
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Belyt, = — 0, 


wo 
2 T 
o—= er ft= duR, $, cosi, 
so ıst für 
Ym = Birk: Yın == heftn, Do vr P —=0 
Gm En, vn zM= Pi; 
mithin 
88 fi fra 2 EN 
resp. 


Re 


tm tr 
17 
dp / dt fat =V,14— 24 ER 1 — oöß) sn 1920 Ant} 
Dagegen wird für 
UAERTT h’f(t,— 5 h) ’ Ym Jury net, — 5) ’ ® 


Er r N, 1 Y + +75 5 h) Eee 


1 
2 


dp fü] k di = Vury— 24 nr ES o0ß) + 5 ER (ash 2 


nebst 


aha 


öß fü Jna=v.+30.— eöP) — 


In den beiden ea 
1 18 
(1 = 150) Ip — “ ur 12 ea 240 A, > 


und 
2 


1 2 142 17 

(1 zer" 0) op EU Varı er: Im+4 “r 1920 Art , 
können die Werthe von oe und y für die Zeiten ft, und resp. 
bin — h als bekannt angesehen werden, während V? und A? von 


y=y-—-.oodß abhängen. Wir schreiben jetzt zur Abkürzung 
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2 ke 2 1: 
SER #8 12 Im Im? Ver un 7: Ym+4 g Tm+4 
1 E 1 1 Lt, 21 
2 + ER: 
wodurch 
6 T 
N Fe arts, 
und erhalten entweder 
a 1 2 Ö 
ee a A a = - (1-4) 


oder 
LEN 5 
Ym ba N ı(T m+5 1 ar 1920 Au+y)) P=- ns (T m+4 Hoss 1920 Anz) 


Da dß für {= t, verschwindet, also ff, und ft, zusammen- 
so darf man in der Nähe dieses Zeitpunkts A, A und 
V, er resp. I\, oder T; mit y an Stelle von y be ohne 
Bei hinreichender Kleizheit des Intervalls einen ins Gewicht 
fallenden Fehler zu begehen. Hat man damit die entsprechenden 
Werthe von y und dß gefunden, so ist man nunmehr im Stande, 


die Rechnung mit den genauen Werthen von AA?VV? und T 
fortsetzen. Diess geschieht bequem nach dem Schema 


73 | ylIA&A|Iy I log r 
ay,vV|laA ö8—T\1:o 
wo 
T—-I$=5(T+50: 
Genau genommen wäre das Product oT’ durch oT’ LEN 


240 


6 
zu ersetzen, doch wird >75 A? in der Regel zu vernach- 


lässigen sein. Im Uebrigen haben wir ‘überall die von den Diffe- 
renzen A? abhängigen Glieder als verschwindend vorausgesetzt. 
Die Modificationen, welche beim obigen Schema eintreten, wenn 
m durch m + rn und 6 durch r oder dß durch d« ersetzt werden, 


dürfen wir als selbstverständlich übergehen. 
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10, 


Um für das erörterte Verfahren ein numerisches Beispiel zu 
geben, bedienen wir uns der in der Hansen’schen Abhandlung 
(Nr. 800 der Astron. Nachrichten 8. 122) enthaltenen und mit @ 
bezeichneten Werthe für 4, indem wir von dem durch die Ein- 
führung von w, = log br. (1 + de) an Stelle von da bedingten 
Unterschiede abstrahiren. Hansen setzt, wie bereits erwähnt, 

— 1853 Sept. 11,A=42. Dann ist für „=f(m— |) 
und de = ft 


az h t 

su—fü [na=W- 40-56) 
t 
) 0 


Die als gegeben vorausgesetzten Werthe von y„ sind in der 
folgenden Tabelle eingetragen und damit 


V,=—y„(4,— 240 A)—=+ 021 


1 
vv; u (&, + 24)))= + 0.44 


gefunden. Die daraus entspringende Ungenauigkeit ist aus der 
Abweichung der Differenzgrössen 


Yy=+ 15.44 
Aal A, — — 5.12 
y=+1032 N=—144 


von den genauen Werthen 


— 15.38 
jr A=—511l 


JE 
110.27? A = — 180 
y=4+ 336° 


zu beurtheilen. 
Die Rechnung steht nun wie folgt: 
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| 
I 


v: | Y RN Y T: log r 

10.44 | + 15.38 1853 Aug.21.| + 1544 1.73 | 0.40147 
4129| +021) = 5.12(11)| + 0.06 | 0.00 | + 80.74 
1065| +1027  —1.44(80) + 1032| 71.51 | 0.39656 

+ 0.86 | + 10.48 | — 6.56(91)| + 0.05 | — 0.00 | + 29.73 
7.4119), 7-1 8156,| 1,66 + 3.76 | + 11.44 | 0.39070 
0.310, Er re 4040. — 0.08 | + 28.56 
BOT ish —431 + 2461| 0.38404 
— 0.36 | + 8.68 |. — 9.92 + 0.90 | — 0.07 | + 27.28 
3ER dba E07 — 13.88 + 32.44 | 0.37675 
BO +125| — 0.10|-1 25.94 
ERTEILT, — 24.76 -F 25.04 | 0.36908 
— 2.06 | — 32.27 | — 10.47 +101)| oa, 
RN YET — 36.59 | -- 8.22 | 0.36130 
3.08, u — 035 | +0.02| 4 23.32 
Fr TER DE a0 rt — 48.69 | — 7774| 0,35375 
0 ET ee —349| +028| 1 22.14 

—_ 187.39 | — 50.85 | 6533 — 59.96 | — 192.39 | 0,34682 
— 5.00 | — 164.56 | — 0.42 2941 + 0.74 | + 21.11 
SET IB Mb AT — 68.92  _ 357.69 | 0.34091 
8.74 | — 215,88 | + 6.98 — 17.65). ER 

— 567.78 | — 4434 | + 9.04 — 73.54 | — 573.91 | 0.33641 
— 6.18. |.— 2604711 18.97 — 29.20.| + 2.40 | + 19.65 | 
7827.95 | 28.37.|.1929.05 — 71.62 | — 833.92 | 0.33365 
— 5.97 | — 288.54 | + 25.92 | — 4325| + 856171008 

-E 1116.49) | 11 2.248 | 97a —_ 60.94 | — 1121.57 | 0,33282 
— 5.08 | — 290.99 | + 35.64 — 58.49.) ; +4.83 | + 19,17 
1407.48 1,38 10 len — 39.79 1410.80 | 0.33401 
— 3.32 | — 257.80 |-+ 43.45 — 72.98 |, + 6.051.108 

— 1665.28 | 1 76.64 13.26 — 7.74 | — 1665.93 | 0.33710 
— 0,65) — 1släs rt 46.71 — 84.38), + zerearn 

— 1846.44 | + 123.35 | — 4.65 + 33.01 | — 1843.69 | 0.34188 
1275| — 57.81 | + 42.06 — 90.34 1. nBBu Ba 

— 1904.25 | + 165.41 | — 16.41 + 76.27 | — 1897.89  0.34801 
— 6.36 | - 107.60 |+ 25.65 | — 89,14 |, + 7.50 |-F21.28 

— 1796.65 + 191.06 | — 27.80 1 111.04 — 1787.10 | 0.35507 
+ 9.25 | 4 298.66 | — 2.15 — 80.02 | + 6.78 | 1.22.34 

— 1497.99 | + 188.91 | — 31.27 7 125.74 | __ 1487.51 | 0.36269 
4 10.48 | 4 487.57 | — 33.42 63.17 |, +5,39 Ess 
'— 1010.42 _ 1155.49 — 25.64 + 115.21 1000.82 | 0.37049 
19.60 | -+ 643.06 | — 59.06 — 40.28 | + 3.46 | 1 24.85 
77736736. | 1.9643 | _-—9.99 + 82.67 | — 360.47 | 0.37811 
+.6.89 | + 739.49 | — 69.05 . | — 1376| 1.19) 22608 

+ 372.13 | -F 27.38 |1856Jan.20.| + 41.03 | + 375.55 | 0.38529 
+ 3.42 | + 766.87 | 18165 | in i.24 |e40107.61 

UNTEN A st Tr 1% 
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Man erkennt die vollkommene Uebereinstimmung mit den HAnsEn- 
schen Resultaten, und zwar hebt Hansen ausdrücklich hervor, 
dass im vorliegenden Falle die Rechnung noch geraume Zeit 
weiter geführt werden könne, ohne die Einführung neuer oscu- 
lirender Elemente nöthig zu machen. 


II. 


Der Nutzen der Hansen’schen Störungsformeln gegenüber 
den sonst üblichen besteht wesentlich darin, dass die Störungen 
seiner Coordinaten leichter zu berechnen, von geringerem Betrage 
und von grösserer Uonvergenz sind, ein Vortheil, der namentlich 
bei der Berechnung der Glieder höherer Ordnung ins Gewicht 
fällt. So sind auch bei den speciellen Störungen die numerischen 
Werthe bei Hansen geringer, als z. B. bei den Störungen der 
rechtwinkligen Coordinaten, und aus diesem Grunde reicht man 
mit der blossen Berücksichtigung der Glieder erster Ordnung länger 
aus, als im letzteren Falle. Selbstverständlich ist auch hier eine 
Grenze vorhanden, welche nicht überschritten werden darf, und 
es ist bereits darauf hingewiesen worden (S. 149 der Abh.), dass 
man alsdann zweckmässig neue osculirende Elemente einführen 
wird, zu deren Berechnung strenge Formeln S. 143—45, so wie 
approximative in Nr. 800 der Astron. Nachrichten 8. 131 ent- 
wickelt sind. 

Hansen schreibt daselbst S. 124: „Wenn die Störungen so 
sehr angewachsen sind, dass man befürchten muss, dass das 
Quadrat der störenden Kraft eine merkliche Wirkung äussern 
könnte, so kann man diese noch eine Zeitlang dadurch auf hin- 
reichende Weise berücksichtigen, dass man von einem Abschnitte 
an f und r nicht mehr durch Anwendung von y, und a,, son- 
dern durch y, + dy und a,(1 + da) berechnet, wo man ent- 
weder ein für allemal die Werthe von dy und d«, die zu diesem 
Abschnitt gehören, oder auch von Zeitpunkt zu Zeitpunkt die 
dem nächst vorangehenden zugehörigen Werthe dieser Störungen 
anwenden kann. Wegen der in den Störungen implicite ent- 
haltenen Säcularänderungen werden dieselben aber endlich so an- 
wachsen müssen, dass dieses Verfahren nicht mehr ausreicht, ... 
man hat dann aus den letzten berechneten Störungen neue 
osculirende Elemente abzuleiten und diese der Fortsetzung der 
Berechnung der Störungen zu Grunde zu legen.“ 
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Und in Nr. 882 der Astron. Nachr. 8. 308 fügt Hansen 
hinzu: „Ich komme jetzt auf die Frage, woran man erkennen 
könne, wann man anfangen muss, entweder auf das Quadrat der 
störenden Kräfte Rücksicht zu nehmen, oder die elliptischen 
Elemente zu verwandeln, und muss diese dahin beantworten, dass 
es weder in dieser, noch in irgend einer der übrigen Methoden 
ein stets sicheres, wissenschaftlich begründetes, a priori zu er- 
mittelndes Kriterium dafür giebt. Die Auffindung eines solchen 
möchte auch keine leichte Aufgabe sein. A posteriori kann man 
sich freilich dadurch davon überzeugen, wann diese Nothwendigkeit 
eingetreten ist, dass man für einen gewissen Zeitraum, einmal ohne 
Rücksicht auf das genannte Quadrat, und einmal mit Rücksicht 
darauf die Störungen berechnet. Aber auch ohne sich diese Mühe 
zu geben, kann man in der Praxis mit ein wenig Uebung in 
diesen Rechnungen überhaupt, leicht mit hinreichender Sicherheit 
erkennen, wann ungefähr dieser Zeitpunkt eintritt, wenn man be- 
denkt, dass er im Allgemeinen dann eintritt, wenn die Störungen 
eine gewisse Grösse erlangt haben und nicht sobald ihr Zeichen 
wechseln werden.“ 

In der Einleitung zu den Egeriatafeln endlich, Art. 29 und 38 
des zweiten Zusatzes, spricht Hansen aus, dass man das Quadrat 
der störenden Kraft allerdings direct berücksichtigen könne, wenn 
man bei der mechanischen Integration von den strengen Formeln 
ausgeht (die betreffenden Differentialgleichungen stimmen mit den 
in der Abhandlung des vorigen Jahrganges S. 1406/47 entwickelten 
Ausdrücken überein), dass „aber die Verwandelung der Elemente 
jedenfalls viel kürzer ist und vollständige Wirkung ausübt. Die 
Verwandelung selbst kann man innerhalb einer Stunde aus- 
führen, wenn man sich mit den Formeln dazu vertraut gemacht 
hat, und hierauf hat man immer nur kleine Störungsglieder zu 
berechnen.“ „Durch rechtzeitige Verwandelung der Elemente des 
gestörten Planeten oder Öometen kann man also stets die directe 
Rücksichtnahme auf das Quadrat der störenden Kraft, die immer 
mehr Mühe verursachen würde, auf die kürzeste und einfachste 
Weise vermeiden.“ 


12. 
Es mag mir gestattet sein, eine kleine Ergänzung zu Art. 3 
meiner vorjährigen Abhandlung über die gestörte elliptische Be- 
wegung (8. 90 der Berichte vom ı. Febr. 1897), welche aus Ver- 
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sehen auch bei den Nachträgen S. 601 des letzten Jahrganges 
nicht berücksichtigt worden ist, hier beizufügen. 


Wenn man durch 80 @® die Winkel bezeichnet, welche die 
Richtung nach dem Perihele mit den aufsteigenden Knoten der 
Bahnebene auf den Coordinatenebenen der yz, 2x und xy bildet, 
so wird 
08 &, coSf + c08 a, sinf = sine sin(f + &) 
eos ß, cosf + cos ß, sinf=sinßsin(f-+ 0) 


C08v = 6087, Cosf + cosy, sinf = siny sin (f + 9), 


\ 


cos A 


| 


cos u 


während 
Cosa, —= Sina sind, cos@ —= Sin« cos$ 
cosß, = Sinßsino, cosP, = sin coso 
C08y), = Siny sin®, COSY, = Siny cos®. 


Hierbei bestimmen die Winkel «&, ß, ya die Richtung f = Hi oder 


r=p, welche also auf («ßy) und («, ß,y,) senkrecht steht, 
so dass 


COS & = coSß CoS y, — C08Y cosß, 


cos P, 


COS Ya — C08@ C0S BP, — cosß cos a, 


und 
sin f = cosa, cosA + cos, cosw + CoSy, cosv. 


Bei Einführung von $ und i (S. 96) erhält man für = o + 


w|a 


COS dyg = — Sin @ COS # — cos ® sin® Cosi 
cos ß; = — sin © sin 9 + c08 © sin # cosi 
C08Y, — 085 © Sint. 


Schliesslich sei noch bemerkt, dass dem Citat auf S. 145 
7. ı v. u. hinzuzufügen ist: „man vergl. auch Hansen’s Pariser 
Preisschrift (Memoire sur ‚le calcul des Perturbations qu’cprouvent 
les Comötes, 1846), p. 149, und die zweite Abhandlung über die 
Störungen der kleinen Planeten, 8. 62." 
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G. Kowalewski in Leipzig: Ueber eine Kategorie von Trans- 
formationsgruppen einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit. 


In der vorliegenden Arbeit wird das Problem erledigt, alle 
Transformationsgruppen des vierdimensionalen Raumes zu be- 
stimmen, bei denen zwei Punkte eine und nur eine Invariante, 
dagegen mehr als zwei Punkte keine wesentliche Invariante 
haben, womit gemeint ist, dass die Invarianten von mehr als 
zwei Punkten sich durch Invarianten von Punktepaaren aus- 
drücken lassen. Dabei ist es unser eigentlicher Zweck, alle 
reellen Gruppen mit der angegebenen Eigenschaft zu ermitteln. 
Es wird sich ergeben, dass diese reellen Gruppen sich sämmtlich 
durch reelle Punkttransformation auf neun Typen zurückführen 
lassen, von denen sieben projectiv sind. 

Lie!) hat das entsprechende Problem im dreidimensionalen 
Raume behandelt und seine Resultate u. A. zu einer Kritik der 
bekannten Helmholtzschen Arbeit „Ueber die Thatsachen, die der 
Geometrie zu Grunde liegen“?) verwerthet. An einer Stelle 
werden wir ebenfalls auf diese Helmholtzsche Arbeit zu sprechen 
kommen. | 

Zum Schluss wird dasselbe Problem, allerdings ohne Rück- 
sicht auf Realıtätsverhältnisse, für den fünfdimensionalen Raum 
erledigt, aber unter Beschränkung auf imprimitive Gruppen, da 
eine Bestimmung der primitiven Gruppen des fünfdimensionalen 
Raumes noch nicht ausgeführt worden ist. Ueberall werden wir 
die im Laufe dieser Arbeit aufgestellten Sätze nach Möglichkeit 
auf den »-dimensionalen Raum zu übertragen suchen. | 


Erster Abschnitt. 


Allgemeine Eigenschaften der Gruppen des n-dimensionalen Raumes, 
bei denen zwei Punkte eine und nur eine, dagegen mehr als zwei 
Punkte keine wesentliche Invariante haben. 


Zunächst müssen wir, um uns im Folgenden darauf berufen 
zu können, gewisse Eigenschaften der endlichen continuirlichen 


I) Leipziger Berichte, 1886, S. 337 #. 
2) Göttinger Nachrichten, 1868, S. 193—221. 
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Gruppen entwickeln, die überall in Betracht kommen, wo es sich 
um Invarianten von Punkten handelt. 

Wir betrachten eine endliche continuirliche Gruppe, die 
durch ihre infinitesimalen Transformationen 


(1) U PUCHEEEE NE ra ae a IIOREEE NT 


(Beerl,..:, r) 

gegeben sei. Dabei setzen wir, wie es gewöhnlich geschieht, 
voraus, dass die Functionen &,; innerhalb eines gewissen Be- 
reiches des R, (auf den wir uns immer beschränken wollen) 
regulär, d. h. an jeder Stelle (x, - - -, x) desselben in gewöhn- 
liche Potenzreihen nach den Differenzen x; — x) entwickelbar 
seien. Wenn dann in der Matrix [Ex alle (m un 1)-reihigen, 
nicht aber alle m-reihigen Determinanten identisch verschwinden, 
so wollen wir sagen, zu dieser Matrix oder auch zu der Gruppe (1) 
gehöre die Zahl m, oder m sei ihre zugehörige Zahl. Als 
Punkt allgemeiner Lage gegenüber der Gruppe (1) wird ein 
Punkt bezeichnet, für den in der Matrix |&,, nicht alle m-reihigen 
Determinanten verschwinden. Ein solcher Punkt kann offenbar 
innerhalb eines gewissen Bereiches beliebig variiren ohne seinen 
Charakter als Punkt allgemeiner Lage zu verlieren, während in 
beliebiger Nähe eines Punktes, der nicht von allgemeiner Lage 
ist, schon Punkte von allgemeiner Lage vorhanden sind. 

Hält man nun einen Punkt (x ...xW), der von allge- 
meiner Lage gegenüber der Gruppe (1) ist, fest, so gelangt man 
zu einer (r — m)-gliedrigen Untergruppe von (1). Gegenüber 
dieser Untergruppe sei (x. -- x) ein Punkt von allgemeiner 
Lage. Wird auch er festgehalten, so erhält man eine (r — m — m, )- 
gliedrige Untergruppe der erwähnten (r — m)-gliedrigen, wenn 
m, deren zugehörige Zahl bedeutet. Dieser Process lässt sich 
offenbar so lange wiederholen, bis keine infinitesimale Trans- 
formation mehr übrig bleibt, was nach s-maliger Wiederholung 
eintreten möge. (s<r.) Wir haben dann eine Reihe von 
Punkten 


(2) a) DLR «W), (29 ee a) u (x BER: x) \ 

wo immer (2)... 2@) von allgemeiner Lage ist gegenüber der- 
jenigen Untergruppe von (1), bei welcher die vorhergehenden 
Punkte in Ruhe bleiben, also der erste Punkt von allgemeiner 
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Lage gegenüber der ganzen Gruppe. Damit verbunden ist eine 
Reihe von Zahlen 

m, Mm, Ma, +, Mi; 
in welcher m; die zugehörige Zahl der eben bezeichneten Unter- 
gruppe darstellt. Diese Zahlen sind offenbar sämmtlich von Null 
verschieden und ihre Summe | 


mm +: + m-ı=1t. 

Man übersieht leicht, dass sie ganz unabhängig von der speciellen 
Wahl der Punkte (x ...x®) sind, wenn nur die erwähnte 
Eigenschaft der Reihe (2) bestehen bleibt. Ferner folgt aus der 
Stetigkeit der Funetionen &,;, dass jeder Punkt der Reihe (2) 
sich innerhalb eines gewissen Bereiches beliebig bewegen kann, 
ohne dass jene Eigenschaft aufgehoben wird. 

Unter Benutzung dieser 'Thatsache ist es leicht, iR zuge- 
hörige Zahl. M, der Gruppe in n- q Veränderlichen 


(3) XUfF-t Kar -k dd xXw@f (k = 1,4e\, r) 


zu bestimmen, wo 


X y& Erıla® - RA 


Fun we Aeie a Pad a) Ro) 


(i Fo 1, A 9) 
sein soll. (Die Punkte (29...) sind hier also als variabel 
zu betrachten und nicht mit den Punkten der Reihe (2) zu ver- 
wechseln.) Wir beweisen nämlich die Gleichung 


MU, =m+mı+:::+m-ı. 

Halten wir ‘bei: der Gruppe (1) die q ersten Punkte der 
Reihe (2) fest, so wissen wir, dass dann eine Untergruppe von 
(1) mit r — (m + m 4 »-- + my—ı) unabhängigen infini- 
tesimalen Transformationen übrig. bleibt. Den. festgehaltenen 
q Punkten entspricht in dem »g-dimensionalen Raume der Gruppe 
(3) ein einziger festgehaltener Punkt, und offenbar muss dabei 
auch von (3) gerade eine (r — m — mı — :""— Mm, —ı )-gliedrige 
Untergruppe übrig bleiben. Das geschieht aber dann und nur 
dann, wenn für diesen Punkt in der Matrix von (3) eine 
(m +mı ++ m,—ı)-reihige Determinante nicht verschwindet, 
während alle mehrreihigen Determinanten verschwinden. Weil 
nun, wie oben bemerkt wurde, die festgehaltenen q Punkte inner- 
halb gewisser Bereiche beliebig variiren können, ohne dass die 
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Zahlen m, mı, ».., Mg—ı Sich ändern, so darf also auch der 
ihnen entsprechende Punkt des ng-dimensionalen Raumes der 
Gruppe (3) in einem gewissen Bereiche beliebig variiren, ohne 
dass die mehr als (m + mı + :-- + m,—ı)-reihigen Deter- 
minanten ihrer Matrix aufhören für diesen Punkt zu verschwinden. 
Daraus folgt aber, dass sie identisch verschwinden, und es ist 
in der That 
M;=m+m-+:+m-ı. 

Für qg=s ergiebt sich insbesondere M,=r, und diese 
Gleichung gilt auch für q > s. 

Nennen wir ein System von q Punkten, für welches in der 
Matrix von (3) nicht alle M,-reihigen Determinanten verschwin- 
den, ein allgemeines Punktsystem bei der Gruppe (1), so können 
wir sagen: 

Eine Reihe von Punkten (2), in welcher jeder Punkt von 
allgemeiner Lage gegenüber derjenigen Untergruppe von (1) ist, 
welche die vorhergehenden Punkte invariant lässt, hat die Eigen- 
schaft, dass immer «U, 29, .., ad (q=1,2,-:., s) ein all- 
gemeines Punktsystem gegenüber der Gruppe (1) bilden. Man 
überzeugt sich leicht, dass auch umgekehrt ein Punkt x, der 
mit den g— 1 ersten Punkten der Reihe (2) ein allgemeines 
Punktsystem gegenüber der Gruppe (1) bilden soll, von allge- 
meiner Lage sein muss gegenüber derjenigen Untergruppe von 
(1), welche jene g — 1 Punkte in Ruhe lässt. 

Die Zahlen m, mı, ---, Mm; —ı Stehen in engem Zusammen- 
hang mit der Anzahl der Invarianten, welche g Punkte bei der 
Gruppe (1) besitzen. Diese Invarianten sind nämlich definirt als 
die Lösungen des vollständigen Systems: 

DH KÖFt +0 ken) 

Dasselbe enthält aber gerade M, unabhängige Gleichungen, 
da in der Matrix alle (M, + 1)-reihigen, nicht aber alle 
M,-reihigen Determinanten identisch verschwinden. Die Zahl der 
unabhängigen Lösungen ist mithin ng — M,, und dies ist zu- 
gleich die Anzahl der Invarianten von qg Punkten. Für q>s 
Punkte giebt es also z. B. ng — r Invarianten. Wächst qg noch 
weiter um eine Einheit, so nımmt die Zahl der Invarlanten 
um.n zu. 

Inbetreff der Zahl s bemerken wir noch Folgendes: s ist die 
Minimalzahl von Punkten, die man bei der Gruppe (1) festhalten 
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muss, damit alles in Ruhe bleibe. In der That bleibt nach 
Festhaltung einer gewissen Anzahl q von Punkten alles in Ruhe 
oder nicht, je nachdem in der Matrix von (3) eine r-reihige De- 
terminante für diese Punkte von Null verschieden ist oder nicht. 
Das erstere kann aber erst für q==s eintreten, da für g<s 
M=m-+ mı +:::+ m,-ı stets kleiner als r ist und in 
jener Matrix, wie wir wissen, alle (M, + 1)-reihigen Determi- 
nanten identisch verschwinden. s lässt sich also auch definiren 
als die kleinste Zahl, für welche in der Matrix von 
XDPHKDOFH HR (kelyeenn) 

eine r-reihige, nicht identisch verschwindende Determinante vor- 
kommt. 

Wir betrachten nach diesen Vorbereitungen ein allgemeines 
Punktsystem «U, «9, .. -, x) gegenüber der Gruppe (1). Ein 
solches ist, weil für dasselbe in der Matrix von (3) nicht alle 
M,-reihigen Determinanten verschwinden, in seinen Bewegungen 
bei der Gruppe (1) nur dadurch beschränkt, dass die ng — M, 
Invarianten der g Punkte constant bleiben müssen. Sind 


Jr (ad, a, Bee 2) (k = 17 nd — M,) 


diese Invarianten, so kann das Punktsystem durch Transforma- 
tionen der Gruppe (1) in alle Lagen x ®, ı@, ..-, x® in einer 
gewissen Nähe seiner Anfangslage übergeführt werden, für welche 
die Gleichungen 


Ile), x), ..., x?) — Ira, x, ..., x) 


(k=1, :---, ng — M,) 
erfüllt sind.") 

Nehmen wir nunmehr an, die Gruppe (1) sei so beschaffen, 
dass bei ihr zwei Punkte eine und nur eine Invariante haben, 
während sich die Invarianten von mehr als zwei Punkten durch 
solche von Punktepaaren ausdrücken lassen. Dann hat das voll- 
ständige System 

Kf+XYf=-0 k=l,.-,r) 


eine und nur eine Lösung, die wir kurz mit J(x, «®) bezeichnen 
wollen. Dagegen drücken sich die Lösungen von 


ı) Inbetreff des Beweises verweisen wir auf Lır, Transformations- 
gruppen, I, Cap. 13. 
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RR 0 kN, ,r) 
aus durch die Functionen 
J(x, m), JO, x) (6, gel,uc;, q). 
Wenn wir nun g=s annehmen, wo s die früher aus- 
einandergesetzte Bedeutung hat, und ein Punktsystem 
U, 2, ... 2 


wählen, welches ein allgemeines gegenüber der Gruppe (1) ist, 
so werden die Bewegungen der Punkte 

AR ci), ... a, 
wobei x ein beliebiger Punkt ist, nur an die Constanz der In- 
varianten J(z, x), J(x, xU)) gebunden sein. Dies folgt daraus, 
dass in der Matrix von (4) für diese Punkte eine r-reihige nicht 
verschwindende Determinante vorkommt. Halten wir jetzt die 
Punkte &, ..-, x'9 fest, so kann, da die Invarianten J(2®, x) 
von selbst constant bleiben, der Punkt & durch Transformationen 
der Gruppe in alle Lagen x in gewisser Nähe der Anfangslage 
übergeführt werden, für welche die Gleichungen 


(5) Ir, M)=JIla, 0) G=1l 5,5) 
erfüllt sind. Andererseits liegt es in der Definition der Zahl s, 
dass nach Festhaltung der s Punkte eines allgemeinen Punkt- 
systems auch alle anderen Punkte in Ruhe bleiben. Daher sind 
die Gleichungen (5) so beschaffen, dass sie in der Nähe von 
X, 83, *', %, nur die einzige Lösung 

=, BB =0, 0, Ion = 
besitzen. Unter den Gleichungen (5) sind also sicher n unab- 
hängige. Da es auf die Numerirung der Punkte «U, a9, - - -, 20) 
nicht ankommt, können wir annehmen, dass die n ersten Glei- 
chungen unabhängig seien. Wäre nun s>n, so würde schon 
nach Festhaltung der Punkte «U, a9, ..-, x, deren Anzahl 
kleiner als s ist, alles in Ruhe bleiben. Das widerspricht aber 
der Bedeutung von s. Es ist also s—n. 

Wir wollen jetzt bei der Gruppe (1) die Zahlen m, mı,' ms —ı 
wirklich bestimmen. Zunächst ist die Gruppe offenbar transitiv. 
Wäre sie nämlich intransitiv, so gäbe es schon für einen Punkt 
wenigstens eine Invariante, zwei Punkte hätten also wenigstens 
zwei voneinander unabhängige Invarianten. Daraus geht hervor, 
das m = n ist. Wie wir früher gesehen haben, lässt sich eine 

Math.-phys. Classe, mathemat. Theil 1898, ) 
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Reihe von n (da s=n ist) Punkten x, «9, ..., x) bilden 
derart, dass jeder Punkt derselben von allgemeiner Lage ist 
gegenüber derjenigen Untergruppe von (1), bei welcher die vor- 
hergehenden Punkte in Ruhe bleiben. Wir haben gezeigt, dass 
bei beliebigem Werth von q die q ersten Punkte einer solchen 
Reihe ein allgemeines Punktsystem gegenüber der Gruppe (1) 
bilden, und dass ein Punkt x dann und nur dann mit den 
Punkten a), 2@, ..., x9 ein allgemeines Punktsystem bildet, 
wenn er von allgemeiner Lage ist gegenüber derjenigen Unter- 
gruppe von (1), welche «U, x«®, - - -, x@ invariant lässt. Wählen 
wir nun (unter der Voraussetzung q <n) einen solchen Punkt 
x, so wird er nach Festhaltung der Punkte «U, «9, .. ., «(2 bei 
den Transformationen der Gruppe noch in alle Lagen x über- 
gehen können, die in gewisser Nähe der Anfangslage sind und 
den Gleichungen 


(6) I) IE) Gl 2 
genügen. Diese Gleichungen sind, wie wir jetzt zeigen wollen, 
voneinander unabhängige. Wären sie es nämlich nicht, so gäbe 
es auch unter den Gleichungen 

Ic, DM) = Ile, 0) G=1l,:--,n) | 
weniger als » unabhängige, d. h. nach Festhaltung der Punkte 
ad, ..., x) wäre der Punkt & noch beweglich. Weil aber diese 
Punkte ein allgemeines Punktsystem bilden und, wie wir ge- 
funden haben, s=n ist, so ist dies ausgeschlossen. In der 
That sind also die Gleichungen (6) voneinander unabhängig, 
d. h. nach Festhaltung eines allgemeinen Punktsystems von 
q Punkten kann jeder Punkt & noch in 00"? Lagen übergehen, 
falls er von allgemeiner Lage gegenüber derjenigen Untergruppe 
von (1) ist, bei welcher jene q Punkte in Ruhe bleiben. Die 
Zahl m,, deren Bedeutung oben erklärt wurde, lässt sich nun 
auch dadurch definiren, dass nach Festhaltung eines allgemeinen 
Punktsystems von q Punkten jeder andre Punkt im allgemeinen 
in 00”? Lagen übergehen kann. Unter Benutzung dieses Um- 
standes erhalten wir in unserem Falle m, =n —g. Aus der 
Gleichung 


r=m+m+::: + m-ı 


ergiebt sich ferner 


Be 
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Dieses Resultat formuliren wir als 
Satz 1. Die Gruppen des n-dimensionalen Raumes, bei 
welchen zwei Punkte eine und nur eine, mehr als zwei Punkte 


aber keine wesentliche Invariante haben, sind "REN. giedrige 


transitive Gruppen. 
Das Ergebniss, dass mı = n — 1 ist, drücken wir in folgen- 
der Weise aus als 
Ya = nt 


Dany Ist Yırf, Yoaf,- --, > — diejenige Untergruppe, 
bei welcher ein Punkt von allgemeiner Lage in Ruhe bleibt, so 
verschwinden in ihrer Matrix alle »-reihigen Determinanten iden- 
tisch, nicht aber alle (n — 1)-reihigen. 

Diese Eigenschaft ist, wie man sich leicht überzeugt, noth- 
wendig und hinreichend, damit bei einer Gruppe, die dem Satz 1 
genügt, zwei Punkte eine und nur eine Invariante haben. 


Ist x der Punkt, welcher bei der Gruppe Y;f (i ber. en 
invariant bleibt, so hat das vollständige System Y;f= 0 wegen 
Satz 2 die einzige Lösung J(x, x). Enthält diese etwa die 
Variable «„, wirklich, so können wir &, **,, &—1, J als neue 


Veränderliche einführen. Dadurch wird 


0 
Bi = ni (ki ini, Nat 


of 
Br ep Ni,n—ı (81° + In—1 re 

Diese Gruppe lässt sich als eine Gruppe in n— 1 Ver- 
änderlichen ansehen, indem J als Parameter betrachtet wird. 
Sie giebt an, wie die Punkte der Mannigfaltigkeit J(x, &) = J 
bei der Gruppe Y;f transformirt werden, und ist wegen Satz 2 
transitiv. 

Betrachten wir Y;f wieder als Gruppe in den » Veränder- 
lichen x, X, **, &n—ı1, J, so wissen wir, dass, da me =n-—-2 
ist, in der Matrix einer Untergruppe von Y;f, bei der ein Punkt 
von allgemeiner Lage (gegenüber Y;f) &ı, **-, &u—ı, J’ in- 
variant bleibt, alle (n — 1)-reihigen, nicht aber alle (n — 2)- 
reihigen Determinanten identisch verschwinden. "Setzen wir in 
dieser Matrix J = J’, so werden nach wie vor alle (n — 1)- 
reihigen Determinanten identisch verschwinden. Ob aber noch 
eine (n — 2)-reihige Determinante vorhanden ist, die nicht identisch 


5#F 
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verschwindet, ist auf diesem Wege nicht unmittelbar einzusehen, 
und darauf wollen wir auch nicht näher eingehen, da wir es 
im Folgenden thatsächlich nicht brauchen werden. Es genügt 
vielmehr für das Folgende, zu wissen, dass nach der Substitution 
J—=.J’ nach wie vor alle (n — 1)-reihigen Determinanten in 
jener Untergruppe von Y;f identisch verschwinden. Denn daraus 
folgt, dass bei der Gruppe in n — 1 Veränderlichen 


Ao 
Ye +. 
1 


v7G 
Le ee Pe 


n—1 
zwei Punkte (#1 ---2„—ı) und (2 ... « ) sicher eine Invariante 
haben. Setzen wir nämlich 


nu0of 
md 


Amwaf 
Ya Un Ni,n—1 (2) a Re ee‘ 

N l. 
so hat nach früher angestellten Betrachtungen das vollständige 
System 


Yf+ yvor—0 (i 2 WR, ar 


u —+ uı Lösungen, wobei u, uı eine analoge Bedeutung haben 
wie früher m, mı. Es ist nun aber u—=n — 1, und u, Sicher 
kleiner als n — 1, also giebt es in dem vollständigen System 
höchstens 2n — 3 unabhängige Gleichungen und, da die Zahl 
der Veränderlichen 2» — 2 ist, wenigstens eine Lösung. Zwei 
Punkte einer Mannigfaltigkeit J(x, x) = Const. haben also bei 
der Gruppe Y;f in der That sicher eine Invariante. Diese That- 
sache formuliren wir als 

Satz 3. Hält man bei der Gruppe X,f einen Punkt von 
allgemeiner Lage fest, (X - - - 2„), so zerlegt sich der ganze Raum 
in oo! (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten, J(x, &) = Const., 
die einzeln invariant bleiben. Die Punkte einer solchen Mannig- 
faltigkeit werden im allgemeinen (für specielle Werthe von 
Const. können Ausnahmen eintreten) durch eine Gruppe in n—1 
Veränderlichen transformirt, die transitiv ist und bei der zwei 
Punkte sicher eine Invariante haben. | 

Wir haben früher gesehen, dass die Gleichungen 


IE, )=JIa, dd) jG=l,.-,n), 
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wenn die Punkte x, -»., x” ein allgemeines Punktsystem bei 
der Gruppe X;f bilden, in der Nähe von x, + x, nur das 
Lösungssystem 

kı = 9, ia = 0, 0 In 77 In 
zulassen. Hieraus können wir die wichtige Folgerung ziehen, 
dass die Funetion J(x, &) keiner von den &, -* ', &„ freien 
linearen partiellen Differentialgleichung genügt von der Form 


OUCEREE NP en EEE OBERE HI en) 


Sonst nämlich müssten die Integralmannigfaltigkeiten 

J(t, 2) —.I(&, 2) Gh; L, -:-, N), 
welche durch den Punkt & hindurchgehen, auch das durch den- 
selben hindurchgehende Linienelement 
rd, — 012 :;%) ya (2°) ran 0 
enthalten. Das ist aber nicht der Fall, weil, wie wir gesehen 
haben, diese » Mannigfaltigkeiten in der Nähe des Punktes x 
keinen weiteren Punkt gemeinsam haben. 

Hieran schliesst sich eine ganze Reihe von Sätzen über die 
Gruppe X4f. 

Zunächst ist es teicht, zu zeigen, dass keine zwei infini- 
tesimalen Transformationen der Gruppe dieselben Bahncurven 
haben. Wäre nämlich etwa Xyf = pl(aı :--&.) Xıf, so müsste 
die Invariante J(x, x) die beiden Gleichungen erfüllen: 

Xf+ Xor—0 

hf gr —0, 
wobei 9) — p(x{D...xD) sein soll. Da nun J(x, x®) nicht 
der Gleichung X,f = 0 genügen kann, welche frei von x), - ++, xD 
ist, so würde folgen, das U — 9 =0 wäre, was nur für 
p = Üonst. möglich ist. Dann aber wären Xıf, Xaf nicht zwei 
wesentlich verschiedene infinitesimale Transformationen. Für 
n—= 3 ist dieser Satz von Lie in der am Anfang citirten Arbeit 
bewiesen worden. 

Es giebt aber noch eine ganze Reihe analoger Sätze, die 
für den dreidimensionalen Raum von nicht so wesentlicher Be- 
deutung sind, aber in höheren Räumen, wie sich später im Falle 
des vier- und des fünfdimensionalen Raumes bestätigen wird, sich 
als sehr nützlich erweisen. 
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Betrachtet man zunächst vier infinitesimale Transformationen 
von X;f, so lässt sich zeigen, dass in ihrer Matrix nicht alle 
dreireihigen Determinanten verschwinden. Sonst beständen näm- 
lich zwischen den infinitesimalen Transformationen, die wir mit 
fh, Xafs Xsf, Xıf bezeichnen wollen, zwei lineare Relationen 
von der Form: 


Kf= op (a1 I 0) Xıf+ p2(&ı 2, Xof 
XKıf = vılrı: m) Kıf + Yalaı: -* &n) Xaf. 


Dass die Relationen sich so schreiben lassen, beruht darauf, 
dass nach dem soeben bewiesenen Satze zwischen X,f und Xef 
keine lineare Relation bestehen darf. Die Invariante J(x, «®) 
müsste nun die Gleichungen 


X + X0f— 0 
Kf+xpr—0 
Kafıydr Xf= pıXıf + 9Xsf+ I ar m u 0 
Kf+ X yKf+ Kt + VOR + YDRDF— 0 
erfüllen, mithin auch die beiden folgenden: 
Kf— DKL gOXf— (9 — PD)XKıf+ (pe — pP) Xf—0 
Ku y®Kf— yPRf= (pı — PYO)Xıf+ We Y)Xef—0. 
Da aber für f—= J(z, &V) Kıf-# 0 ist, so würde folgen, 
dass die Determinante 
(91 —: Pf?) Ya.— w), lo — oe Mr 
identisch verschwindet. Das würde jedoch bedeuten, dass eine 
lineare Relation zwischen 


Kf— gyOXf— gOXf und Kf— wOXıf— vUWXsF 


bestände. Dies sind aber offenbar zwei infinitesimale Trans- 
formationen unserer Gruppe, und sie würden also dieselben Bahn- 
curven haben, was wir bereits als unmöglich erkannt haben. 

Ebenso leicht liesse sich der folgende Satz beweisen: In 
der Matrix von sieben infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
X, f dürfen nicht alle vierreihigen Determinanten verschwinden. 

Wir wollen aber gleich zum Beweise des allgemeinen Satzes 
übergehen, der allen diesen einzelnen Fällen zu Grunde liegt. 
Dieser allgemeine Satz lässt sich so aussprechen: 
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Satz 4 In der Matrix von ET, ) — 1 infinitesimalen 


Transformationen der Gruppe X;f ln nicht alle (m + 1)- 
reihigen Determinanten identisch verschwinden. 

Für m =1 ist der Satz richtig. Denn in der Matrix von 
zwei infinitesimalen Transformationen der Gruppe dürfen in der 
That nicht alle zweireihigen Determinanten verschwinden, weil 
sonst die beiden infinitesimalen Transformationen dieselben Bahn- 
curven hätten. Auch für m = 2 haben wir den Satz bereits 
bewiesen. Es liegt daher nahe, einen Schluss von m — 1 auf 
m anzuwenden. Angenommen, der Satz wäre richtig für den 
Fall m — 1. Wäre er dann nicht auch für den Fall m richtig, 


E s min 1 . ar. 
70 in der Matrix yon, U a —+- 1 infinitesimalen 


Transformationen unserer Gruppe, die wir mit 


Xıf, Xof, Pia Amem+D | Mm 


bezeichnen wollen, alle (m + 1)-reihigen Determinanten identisch 
verschwinden, dagegen nicht alle m-reihigen, weil wir eben die 
Richtigkeit unseres Satzes für den Fall m — 1 voraussetzen. 
Nehmen wir nun an (was durch geeignete Numerirung der in- 
finitesimalen Transformationen immer erreicht werden kann), dass 
in der Matrix von Xıf, Xeaf, *'*, Xmf eine solche nicht ver- 
schwindende m-reihige Determinante vorhanden sei. Dann be- 
ständen wegen des Verschwindens aller (m + 1)-reihigen De- 


terminanten a) +1—m un = —+- 1 Relationen von 


der Form: 


m BR 
Da di en ZRH). 
1 


Die Gleichungen 
Xf+XV%f—=-0 (-l,:-,m) 


; m — 1)m 
0. ei. TOR n), 


welchen die Invariante J(x, x) genügen muss, liessen sich unter 
Benutzung dieser Relationen durch die folgenden ersetzen: 


Xf+ XOf—0 
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Kutsf  Dp5lad 2.200) Kıf 
1 


— >! [9: (x Er 1) =, pi (a Beh, «®)] Pe 0. 
it 


Da aber für —=J X;f=#0 ist, weil in X;f x, -- -, x nicht 
vorkommen, so folgt, dass in der Matrix 
plan) — prlad a)]| 
alle m-reihigen Determinanten verschwinden. Dasselbe würde 


(m — 1)m 


5 +1 Ausdrücke 


dann auch in der Matrix der 


m 
Amtif Er >; Di (2 ; «W) Pr 
A 


welche nichts anderes als infinitesimale Transformationen unserer 
Gruppe sind (und zwar wesentlich verschiedene), stattfinden. 
Das haben wir aber gerade ausgeschlossen durch die Annahme, 
dass der zu beweisende Satz für den Fall m — 1 richtig sei. 
Wir werden nun im nächsten Abschnitt die Gruppen, bei 
welchen zwei Punkte eine und nur eine, dagegen mehr als zwei 
Punkte keine wesentliche Invariante haben, im vierdimensionalen 
und zum Schluss theilweise auch im fünfdimensionalen Raum 
wirklich bestimmen, und zwar im vierdimensionalen Raum auch 
für den Fall, dass man sich auf reelle Gruppen beschränkt. Zu- 
nächst werden wir aber das Problem ganz allgemein in Angriff 
nehmen, indem. wir für die auftretenden Grössen auch complexe 
Werthe zulassen. Das Verfahren ist ähnlich dem von Lie im drei- 


5 nn-—1 
dimensionalen Raum angewandten. Wir suchen zuerst alle | N, 


gliedrigen transitiven Gruppen (für n—=4 und n=5), bei 
denen Satz 2 und Satz 4 erfüllt sind. Einmal werden wir auch 
die Untergruppe Y;f, bei welcher ein Punkt von allgemeiner 
Lage in Ruhe bleibt, daraufhin prüfen, ob sie den Satz 3 erfüllt. 

Weil die Gruppen, die wir so finden, transitiv sind und den 
Satz 2 erfüllen, so haben bei ihnen zwei Punkte eine und nur 
eine Invariante. Haben wir diese Invariante bestimmt, so brauchen 
wir nur zu untersuchen, ob sie so beschaffen ist, dass die 
Gleichungen 


(7) J(t, x) — Ile, «d) Ü == ib a bone n), 
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wenn die Punkte «U, - - -, x” ein allgemeines Punktsystem bilden, 
in der Nähe von xı, - - -, &, nur die eine Lösung tı =%ı, '", In = &n 
besitzen. Zu diesem Zwecke genügt es, die Functionaldeterminante 
der » Functionen J(x, x) nach den &ı, ---, &„ zu bilden und 
sich zu überzeugen, ob sie identisch verschwindet oder nicht. 
Es ist leicht einzusehen, dass jene Eigenschaft der Gleichungen (7) 
hinreichend ist, damit mehr als zwei Punkte keine wesentliche 
Invariante haben. In der That haben wir früher unter alleiniger 
Benutzung dieser Eigenschaft die Zahlen m,(y=1,::,n—1) 
bestimmt. Da nun unter den Gleichungen 


ZU LXIFL.. + XOf=0 (r ET, ab as) 


grad M= m -m+-:-+m,-ı = ur an unab- 


Ne Invarlanten. 


Dies gilt jedoch nur für g<n. Aber es Invarianten kennen 


hängige sind, so giebt es für q Punkte genau 


wir bereits. Es sind die Funetionen J(ax®, «@) (,j=1,::,, q). 
Es fragt sich nur noch, ob sie voneinander unabhängig sind. 
Das ist nun in der That der Fall, wenn die Gleichungen (7) 
die erwähnte Eigenschaft haben. Bestände nämlich zwischen den 
J(x, x) eine Relation, so liesse sich dieselbe etwa nach 
J(a9, 9) auflösen. Betrachtete man alle übrigen Punkte 
ausser x als constant, so hätte man eine Relation zwischen 
Ja), a), »- +, J(aP, x) vor sich. Eine solche würde aber 
bedeuten, dass die q ersten der Gleichungen (7) nicht von- 
einander unabhängig wären. Lassen wir q über n hinaus wachsen, 
so kommen, wie wir wissen, bei jedem Schritt » Invarianten 
hinzu. Diese werden aber offenbar geliefert durcht die » Func- 
tionen: 
I(x9, 9), I(®, 20), ++, I(a®, x9), 

die sowohl von den J(x9, aD) (i,j=1,:-,,n<g) als auch 
untereinander unabhängig sind, das letztere wiederum wegen 
jener Eigenschaft der Gleichungen (7). 

Damit ist thatsächlich gezeigt, dass wir jedesmal nur noch 
das Nichtverschwinden der Functionaldeterminante der Functionen 
J(x, 0) (5 =1, ::-, n) zu eonstatiren brauchen, um sicher zu 
sein, dass mehr als zwei Punkte keine wesentliche Invariante 


haben. 
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Zweiter Abschnitt. 


Bestimmung aller Gruppen des vierdimensionalen Raumes, bei denen 
zwei Punkte eine und nur eine, dagegen mehr als zwei Punkte keine 
wesentliche Invariaute haben, 


I. 


Erledigung des Problems ohne Rücksicht auf Realitätsverhältnisse. 
Nach Satz 1 sind die Gruppen, welche wir suchen, zehn- 
gliedrig und transitiv. Unter den primitiven Gruppen des vier- 
dimensionalen Raumes, welche von James M. Page!) vollständig 
bestimmt worden sind, giebt es nur zwei zehngliedrige, nämlich: 


1. Pi, Pr — %kPi; (i, k= 1, . 4) 


Dies ist die Gruppe der euklidischen Bewegungen. 


Pi 2 I U, LPr —— IrPis (i, k—= 1, e.. 4), 
(U = zıpı + 2299 + 2393 + zupı). 


Dies ist die projective Gruppe der durch die Gleichung 
+23 +2+2+1= 0 dargestellten dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit. 

Dass diese beiden Gruppen zu den von uns gesuchten ge- 
hören, ist längst bekannt. Die Invariante von zwei Punkten 
lautet übrigens bei 1. und 2. resp.: 


1. Ola =) + a) u) 
1 pe | 
(2 yo y)2 er (X 7; Y,)2 5 (X; TE Y3)? a (2 Ga Yy22 >. (%; Y.—%,Y)% 
i<k 


@Yı + By + %Y + ut 2 


I) 


Wir gehen nun zu den imprimitiven Gruppen über und 
suchen unter ihnen nach denjenigen, die unsere Forderungen hin- 
sichtlich der Invarianten erfüllen. 

Im vierdimensionalen Raum ist Imprimitivität in drei ver- 
schiedenen Weisen möglich. Es kann bei einer Gruppe invariant 
bleiben 


ı) American Journal of Mathematics, vol. X. No. 4. 
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1) eine Schaar von 00! dreidimensionalen, 

2) eine von 00° zweidimensionalen, 

3) eine von 00° eindimensionalen Mannigfaltigkeiten. 

Natürlich können bei einer Gruppe auch mehrere von diesen 
Fällen zugleich auftreten, dann aber wollen wir immer unsere 
Aufmerksamkeit nur auf diejenige invariante Schaar von Mannig- 
faltigkeiten richten, bei welcher die einzelne Mannigfaltigkeit die 
grösste Dimensionenzahl hat. Wenn also z. B. die Fälle 1) und 
2) zugleich auftreten, so rechnen wir die Gruppe zu 1). 

Wir müssen nun diese drei Fälle nacheinander erledigen. 

Erster Fall e Hier können wir durch Einführung von 
passenden Coordinaten x, Y, 2, w erreichen, dass die invariante 
Schaar durch « = Const. dargestellt wird. Die Gruppe hat dann 
die Form: 


ef ef of 2 
Kf= 5:8) 5, + n(&, 9% w) = 6.5, Ei) OR, 
(k=1,::-, 10). 
Die verkürzte Gruppe &u(@) Zt kann als Gruppe in einer 


Veränderlichen höchstens dreigliedrig sein. Wir können daher 
die infinitesimalen Transformationen so auswählen, dass &,(x) = 0 
ist für k>4. Dann hätten wir in unserer Gruppe sieben in- 


finitesimale Transformationen, in denen das Glied mit = fehlt, 


in deren Matrix also alle vierreihigen Determinanten identisch 
verschwinden. Das widerspricht aber unserm Satz 4 (für m = 3). 

Wir haben also das Resultat: 

Unter den Gruppen des vierdimensonalen Raumes mit der 
verlangten Eigenschaft ist keine in der Weise imprimitiv, dass 
bei ihr eine Schaar von oo! dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
invariant bleibt. 

Wir bemerken, dass dieser Satz allgemein für den n-dimen- 
sionalen Raum gilt, vorausgesetzt, dass n > 3 ist. Bleibt bei 
einer Gruppe eine Schaar von 00! (n — 1)-dimensionalen Mannig- 


nn +1) 


faltigkeiten invariant, so lassen sich — 3 infinitesimale 


Transformationen bilden, in deren Matrix alle »-reihigen Deter- 
minanten verschwinden. Nach Satz 4 (für m=n — 1) dürfen 
bei einer Gruppe, wie wir sie suchen, in der Matrix von 


n — 1)n : PERLE j s xx: 
vr —- 1 infinitesimalen Transformationen nicht alle »-reihigen 


76 (+. KowALEwskt: 


Determinanten verschwinden. Ist also 


n(n + 1) (n — 2 
ee 


d.h. n>4, so kann jene Gruppe nicht zu den von uns ge- 
suchten gehören. 

Zweiter Fall. Eine Schaar von 00? zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten, aber keine von oo! dreidimensionalen, bleibt 
invariant. 

Wir können die Veränderlichen immer so wählen, dass jene 
invariante Schaar von zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten durch 
die Gleichungen x = Const., y = Üonst. dargestellt wird. Die 
Gruppe hat dann dieses Aussehen: 


Ar = Ex (8, w2 2x er nr, 3 DE a Er(®, & Y, 2, w)ot Er an 
(R—1, 2710), 


Die verkürzte Gruppe ist hier sicher primitiv. Denn sonst liessen 
sich die 00? zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten in oo! drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten anordnen derart, dass diese 
letzteren eine invariante Schaar bilden. Wir zip also auf = 


er 


ersten Fall zurück. Die primitive Gruppe &.(x, NER Et ne(&, De - 


ist nun aber entweder fünf- oder sechs- oder achtgliedrig, da es 
in der Ebene nur drei Typen von primitiven Gruppen giebt, 
nämlich: 

a) die fünfgliedrige specielle lineare, 

b) die sechsgliedrige allgemeine lineare, 

c) die achtgliedrige allgemeine projective Gruppe. 

In den beiden ersten Fällen könnten wir die infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe so auswählen, dass für k > 6 
&.(&, y) = n(&, y) = 0 wäre Dann hätten wir aber vier in- 
finitesimale Transformationen, X7f, Xgf, Xyf, Xıof, in denen die 


of 


Glieder mit Ep und a fehlen, in deren Matrix also alle drei- 


reihigen Determinanten identisch verschwinden. Nach Satz 4 
(für n = 2) darf dies aber bei den von uns gesuchten Gruppen 
nicht eintreten. 

Es bleibt also nur die dritte Möglichkeit, dass nämlich die 
verkürzte Gruppe mit der allgemeinen projectiven Gruppe ähnlich 
ist. Diese Möglichkeit ist aber, wie wir jetzt zeigen wollen, 
ebenfalls auszuschliessen. Wenn die verkürzte Gruppe mit der 
allgemeinen projectiven ähnlich ist, so können wir nach Aus- 
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führung einer geeigneten Variablenänderung die Gruppe X%,f so 


schreiben (wobei p — 54, a— 54): 
ee en 
Xf= RE img yl 
XS f= up + &f el 
Xf= VE 
en re 
Kf= ya to 
Kf=alap +yd)-+ 5 Tim ne 
X f=ylap + ya) + + os nr 
ee Be 
Xuof= 2 


Da die Determinante &w0 — &i0@g nicht identisch ver- 
schwinden darf (nach Satz 4 für m = 1), so können wir den 
Anfangspunkt so gewählt denken, dass für ihn der Werth jener 
Determinante von Null verschieden ist. Dann ist der Anfangs- 
punkt ein Punkt von allgemeiner Lage, weil für ihn die De- 
terminante von Xıf, Xaf, Xoaf, Xıiof von Null verschieden ist. 
Man kann zu jeder der übrigen infinitesimalen Transformationen 
einen geeigneten Ausdruck von der Form Const. Xgf + Const. Xıof 
addiren derart, dass sie den Anfangspunkt in Ruhe lässt. Diese 
Addition denken wir uns bereits ausgeführt. Dann bilden 
Xzf, **, Agf diejenige Untergruppe, welche den Anfangspunkt 
invariant lässt, der ein Punkt von allgemeiner Lage ist. Hier 
gilt also alles das, was wir oben über die Untergruppe Y;f ge- 
sagt haben. Das vollständige System 


Lf=0,:., Kf=0 


hat eine und nur eine Lösung (x, %, 2, w). Wäre dieselbe 


% 
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& ö 
frei von 2 und w, so würde sie wegen X3p — u —=0( und 
2 


r Ö . ara 
XLoo—=% dy — 0) überhaupt eine Constante, also keine eigentliche 
Lösung sein. Sie wird also sicher eine der beiden Variablen 
z, w wirklich enthalten, sagen wir w. Dann können wir «, 9, 2, @ 
als neue Veränderliche einführen, wodurch Xsf, +», Xgf die 
Form annehmen: 


ö 

Xf=ap + ysla, Y, 2, 9) eu 

ö 
X=yp+ yo 

ö 
Kf=xg+ yoot 

d 
Ash 94 vol 

of 

Lf=eap ty) tr, 


öÖ 
Xf—=ylap+ ya) + yo 


Bei dieser Gruppe, aufgefasst als Gruppe in &, 9, 2, wobei 
p als Constante betrachtet wird, müssten nun nach Satz 3 zwei 
Punkte eine Invariante haben. Das ist aber nicht der Fall. 
Durch die Transformation 
® 
y’ res 
nimmt die verkürzte Gruppe die Form an: 


P, 9, 29, ©2p + yg, 2p — 99, (ap + y9). 
Lie hat aber bewiesen!), dass bei einer Gruppe von der Form 


1) of of 
ler Rh de P29z’ 24 + P3 97 


of of hl 

»P + ya + 97; 2P — VI + 97, zer + Ya) + 967; 
zwei Punkte keine Invariante haben. Vorausgesetzt wird dabei 
nur, dass keine zwei infinitesimalen Transformationen dieser 
Gruppe dieselben Bahncurven haben. Diese Vorraussetzung ist 
aber offenbar erfüllt, weil sonst schon die ursprüngliche Gruppe 


ı) Transformationsgruppen, III. S. 416. (Zweiter Fall.) 


’ 
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sie nicht erfüllte und deshalb von vornherein nicht zu den von 
uns gesuchten Gruppen gehörte. 

Wir haben also Folgendes gefunden: 

Unter den Gruppen des vierdimensionalen Raumes, welche 
wir suchen, giebt es keine, die in der Weise imprimitiv ist, dass 
bei ihr eine Schaar von 00° zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
invariant bleibt. 

Ist » >4 und sucht man in einem n-dimensionalen Raum 
alle Gruppen, die die mehrfach erwähnte Eigenschaft hinsichtlich 
der Invarianten von zwei und mehr als zwei Punkten haben, 
so gilt ebenfalls der Satz, dass keine unter diesen Gruppen der- 
art imprimitiv sein kann, dass bei ihr eine invariante Schaar 
von 00° (n — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten existirt. Dies 
ergiebt sich unmittelbar aus Satz 4 (für m = n — 2). Wäre 
nämlich x, = Const., x —= Const. die invariante Schaar von 00°? 
(n — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, so hätte die Gruppe 
die Form 


0 0 
Kıf — & 1(9ı, 9) j mm &r2(xı, 9) nn 
[% : of nn 1 
sh tn (ei). 
Die verkürzte Gruppe 
of of 
En, (21, %2) DER nn &r2(aı, %9) dx, 


wäre primitiv und demnach höchstens achtgliedrig. Man könnte 


5 ed 


als — 8 infinitesimale Transformationen bilden, in denen 


die Glieder mit gu und ei fehlen, in deren Matrix also alle 
20 or 


(n — 1)-reihigen Determinanten identisch verschwinden. Nach 
Satz 4 müsste dann 


nn-+1) 
er, —- 


Wer Z 1) +1 oder n<5 


rt 
Sein, was gegen die Voraussetzung ist. 

Dritter Fall. Eine Schaar von 00° Curven bleibt invariant, 
aber keine Schaar von mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten. 
Wenn & = Const., y = Const., z = Const. die invariante Curven- 
schaar darstellt, so hat die Gruppe folgende Gestalt: 
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A ; 0 0 
Arf = Eule, Y, 2 ar mR Y, 2) n 


7 0 
+4 JE + al, v2 wi, (k1,:-., 10) 


und die verkürzte Gruppe 


ö ö 0 
Ela, 9 + mer 9 5 + has 9, 2) 


ist nothwendig primitiv, da man sonst auf einen der schon er- 
ledigten Fälle zurückkäme. Die verkürzte Gruppe ist offenbar 
höchstens zehngliedrig und kann andrerseits nicht weniger als 
neungliedrig sein. Sonst könnte man wenigstens zwei infini- 
tesimale Transformationen so auswählen, dass sie keine Glieder 
DE ADERRE 
da,’ Dyr08 
tesimale Transformationen mit denselben Bahncurven, was nicht 
sein darf. 

Aber auch der Fall, dass die verkürzte Gruppe neungliedrig 
ist, kann nicht eintreten, und zwar aus dem einfachen Grunde, 


enthalten. Dann hätte man aber zwei infini- 


mit 


weil es keine neungliedrige primitive Gruppe in drei Veränder- 
lichen giebt. Lie!) hat nämlich alle primitiven Gruppen des 
dreidimensionalen Raumes bestimmt und eine geringe Anzahl von 
Typen gefunden, auf die sich alle diese Gruppen durch Punkt- 
transformation zurückführen lassen. Unter diesen Typen ist 
aber kein neungliedriger, dagegen giebt es zwei zehngliedrige. 
Diese sind: 

1) die projeetive Gruppe eines nicht ausgearteten linearen 
Complexes 


p—yr, gqtarr, xqg, 0p — yq, yp, ap + ya + 2er, 
ep — yU, 2zg + «U, eU, 
U—= EP PAY r 


a A 
Dan st. 


wobei 


und 


2) die Gruppe aller Transformationen durch reciproke Radien 
oder die sog. conforme Gruppe: 


ı) Norwegisches Archiv, Bd. 9. 1884. 
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P, 4, Y, 24 — Yb, Yr —2g, AP TAT, U, 28 U — Sp, 
2yU — 8q, 22U — Sr. 
ee wa 
In eine von diesen beiden Gruppen muss sich also die ver- 


” + u durch eine Punkttrans- 


Dabei ist 


kürzte Gruppe ot + N 


formation überführen lassen. 

Wir haben dementsprechend zwei Fälle zu behandeln: 

Erster Fall. Die verkürzte Gruppe ist ähnlich mit der 
projeetiven Gruppe eines nicht ausgearteten linearen Complexes. 

Zweiter Fall. Die verkürzte Gruppe ist ähnlich mit der 
Gruppe aller Transformationen durch reciproke Radien. 

Es ist bemerkenswerth, dass man bei der Erledigung unseres 
Problems im vierdimensionalen und auch, wie sich später zeigen 
wird, im fünfdimensionalen Raum auf eine so geringe Anzahl 
von Möglichkeiten geführt wird. Im dreidimensionalen Raume 
ist die Anzahl der zu discutirenden Fälle bei weitem grösser. 


Erledigung des ersten Falles. 


Hier lässt sich die Gruppe auf die Form bringen: 


Be, u er 
f= qa+er+ on af 
%f= Se as Ze 
Br za + dt 
XL f—ıap — vo ps ;L 
X%f= ut ot 
Xf=ap+ va+ 2er +91 21 
XKf=ep — yUtgs ot 
f—e+ Tut cl 
XZof=2U+ put. 


Math.-phys. Classe, mathemat. Theil 1898. 6 
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Da (Xı X) = 2X, (Xı X5) —— D: (X X5) =D ist, so bilden 
die Gleichungen 


KO X De 


ein vollständiges System. Wir können voraussetzen, dass die 
Functionen 9, Sich in der Nähe des Anfangspunktes regulär 
verhalten. Es giebt dann eine Lösung des vollständigen Systems, 
die in der Umgebung des Anfangspunktes sich regulär verhält 
und für =0, y=0, z2=0 auf w reducirt. Die dazu er- 
forderliche Bedingung, dass die zu p, q, r gehörige Determinante 
in Xıf, Xef, Xsf für den Anfangspunkt nicht verschwindet, ist 
offenbar erfüllt.') Wir können diese Lösung als neue Variable 
an Stelle von ®w einführen, wodurch wir erreichen, dass 
9 =93 = 9Y3 —= 0 wird, und an Stelle der übrigen Functionen 
‘neue erhalten, die sich in der Nähe des Anfangspunktes eben- 
falls regulär verhalten. Diese Umformung denken wir uns bereits 
ausgeführt, d. h. wir nehmen von vorneherein an 


Xıf=pr—yr, Kf=qatern Kf=er. 
Die übrigen infinitesimalen Transformationen haben ihre frühere 
Form behalten. 


Combinirt man nun Xıf, Xaf, Xsf mit uf, Kf, Kıh Kr, 
so kommen immer Resultate von der Form Const. X,f +4 Const. 


Xaf + Const. X3f, in denen also kein Glied mit “ auftritt. 


Daraus geht hervor, dass die Functionen 94, 95, 96, 97 frei von 
x, 9, 2 Sind und nur von w abhängen. 
Die Klammerrelationen 


(X) = — 2X, (KuX) = X, (Ku) Sa 
(KRNEIRe 


liefern zur Bestimmung der Functionen 94, - * -, 97 die Gleichungen: 


dp, dp, __ 

be a N Pe 
dp dp, __ 

De 270 ae 95 
do Le 

Ya F mel 


ı) Der betreffende Satz über vollständige Systeme findet sich z. B. 
Transformationsgruppen, I, 8. 91. 
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dy, dp, 
PN 

do, dp, 
Pau Paw — 


Die Determinanten der drei letzten Gleichungen, die linear 


und homogen in 97 und Ad sind, sind gerade die linken Seiten 


der drei ersten. Wäre also z. B. 9,==0 (dann sind übrigens 
auch 9, 96 beide von Null verschieden), so würde folgen 


97 =0. Da wir durch Einführung von / = 


ER als neues w er- 
4 


reichen können, dass @; = 1 wird, so wollen wir von vorneherein 
annehmen 4 = 1. Dann ergiebt sich aus den obenstehenden 
Differentialgleichungen: 


dy, = dp; ur 
ze Ts 
also 
9 = —-2w+ta, p=—(w+ta)” —b. 
dp, dp __ Kar - 
Aber aus Bay, EP T 296 folgt b=0. Führt man 
noch + a als neues w ein, so wrd 9 = — 2w, 9 = — uw. 


Wir haben also 
0 
Kat zu 


1) 
X = xp — ya — 2w gt 


= 
Xıf=yr — wet 


Xf=ap+ya+ 2er 
Xsf;, Xaf, Xıof haben ihre Form behalten. Zur Bestimmung 
von @y erhalten wir aus den Klammerrelationen 


rent (MET, 
(X3 X9) = Xa, (X7X5) = X9: 


0 0 
AN re 


Op 
02 


099 0 
Bra LP 


6* 
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Daraus ergiebt sich unmittelbar 9 = 2(y — wx). Also ist 
XKf=294 +20 + 2(y — wa) Zt. 


Offenbar ist nun der Anfangspunkt ein Punkt von allge- 
meiner Lage, da für ihn die Determinante von X,f, Xaf, Asf, Kuf 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Ferner sind X,f, Xgf, 
Xr7f, Xof vier infinitesimale Transformationen, die ihn in Ruhe 
lassen. Es müsste also, wenn zwei Punkte eine Invariante haben 
sollen, nach Satz 2 die Determinante dieser vier infinitesimalen 
Transformationen identisch verschwinden, d. h. es müsste 


SR Tags, — 2 
Y; 0, 0, m m 


U, Y; 22, 0 


2, 2y4+ 2, #2, 2(y — we) 
sein. Aber schon für w = 0 ist die linke Seite gleich — 4299, 
also keineswegs identisch Null. 

Unsere ursprüngliche Annahme g4 = 0 führt also zu keinem 
für uns brauchbaren Resultat. Wir müssen daher annehmen 
Yı = 0, woraus vermöge der zwischen 94, 95, 9@s bestehenden 
Relationen folgt, dass auch 9 = 9 —= 0 ist. Wäre nun auch 
noch 97 = 0, so würden in der Matrix von sieben infinitesimalen 
Transformationen, nämlich Xı fh Xaf, Xsf, Kuh, Ksh, Kch KArf, 
alle vierreihigen Determinanten verschwinden, was nach dem 
mehrfach benutzten Satz 4 (für n == 3) nicht sein darf. Es ist 
also 97 = 0, und wir können durch Einführung von f Sn als 
neues w erreichen, dass 97 = 1 wird. 

Unsere Gruppe hat jetzt dieses Aussehen: 


uf p—yr 


Kf= q+er 
Kf=Hr 
Xf=xg 
Kf=ap —yq 
Kf=yp 


ö 
Xf—ap+ya+2er+2l 
| ö 
Kf=ep —-— yU-+ gt 
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0 
SHf-e+2U0 tm 


0 
Xof = U + puwzt. 


Hier liefern die Klammerrelationen 
B)=X, (Koi)= KH — X, (KuX)=— 2X 
für ps die Gleichungen: 


ER RER 09° 
ge ey dar, I; — 1} 


Demnach ist 9 = elw) — yY. 
Ebenso ergiebt sich aus 
BKR)=X, (Kd)—=2X, (Kuh)= + X, 


dass 9o=Pß(w) + x, 
und aus (X3X10) = X, (XıX10) = 0, (X Xu) = 0, 
dass 90 =ylw) + 2 ist. 
Endlich folgt aus den Relationen 
(X X) = — X, (X X9) = — X, (X3X9) = 2Xıo, 
dass e=ß=y=0 ist. 
Demnach ist 9 = — Yy, 9 —=%, pi — 2, und die Gruppe hat, 


wenn wir die Variablen mit &,, &2, &%s, X4 bezeichnen, diese Form: 


PD ode, Da tr X P5, Ps, %ıPg, LıPpı — RoPs; I Pı 
3. %9+(U-+2,), 9 —%(U-+-r,); 69 + (U-+P,), 
(U + 24). (U = om Tt%P + %3P3.) 


Man überzeugt sich durch wirkliches Integriren des betreffen- 
den vollständigen Systems, dass zwei Punkte eine und nur eine 
Invariante haben. Sie lautet, wenn man die beiden Punkte mit 
(2:24) und (y, --9%,) bezeichnet, 

Ja, y)=(B —- ut» mp) rw. 
Um sicher zu sein, dass mehr als zwei Punkte keine wesentliche 
Invariante haben, braucht man, wie früher gezeigt wurde, nur zu 
untersuchen, ob die Functionaldeterminante von 

(2, yw), Ila, y9), I, 9), Il, y®), 
wo die y® i=1,-::,4) vier verschiedene Punkte sind, identisch 
verschwindet oder nicht. Diese Functionaldeterminante ist aber 
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| Er Y e (“ Hi “), Y N e ( a ”) ’ e (z Tv %) Er J (z, yo) | 


oder 
4 
—— Dil + ) | 


1 i Ü ; 
e | yN, yn, ON — %, 1 


Der erste Factor ist von Null verschieden, der zweite ist für 
X% = 0 seinem absoluten Betrage nach gleich dem sechsfachen 
Volumen des von den vier Punkten (y®, y®, y\) im dreidimen- 
sionalen Raum gebildeten Tetraeders. Also ist auch der zweite 
Factor nicht identisch gleich Null, wenn die Punkte y@ geeignet 
gewählt werden. Es haben mithin mehr als zwei Punkte bei 
der Gruppe 3 keine wesentliche Invariante, und wir haben also 
eine der von uns gesuchten Gruppen vor uns. 

Bei der gefundenen Gruppe bleibt, wie wir wissen, die 
Curvenschaar x, = Const., &%, = ÜConst., % = Üonst. invariant. 
Sie ist aber auch die einzige invariante Öurvenschaar. Gäbe es 
nämlich noch eine zweite, so wären mit jedem Punkt zwei 
Richtungen verbunden, die invariant bleiben, wenn der Punkt 
festgehalten wird. Wird durch eine Transformation der Gruppe 
ein Punkt in einen andern übergeführt, so gehen auch jene 
beiden zu ihm gehörigen Richtungen in die zu dem andern Punkt 
gehörigen über. Der Anfangspunkt kann, da er ein Punkt von 
allgemeiner Lage ist, durch Transformationen der Gruppe in alle 
Punkte seiner Umgebung übergeführt werden. Würden also die 
zu ihm gehörigen beiden Richtungen zusammenfallen, so würde 
dasselbe für die ganze Umgebung des Anfangspunktes gelten, 
d. h. wir hätten nicht zwei verschiedene invariante Curvenschaaren. 
Die durch den Anfangspunkt gehenden Richtungen werden nun 
durch die Gruppe | 


XıPa5 %ıPı 7 %Pa, KaPı, XsPı 7 (U T PD)» 
"Pa + Fade 12 2); RL En p,) 


transformirt, wobei jede Richtung durch vier homogene Üoor- 
dinaten, &,, X, %g, %,, charakterisirt ist. Um die invarianten 
Richtungen zu finden, hat man die zweireihigen Determinanten 
der Matrix dieser Gruppe gleich Null zu setzen. Dies giebt aber 
= %=%,—=0, also nur eine invariante Richtung. Es 
giebt deshalb auch nur eine invariante Curvenschaar. 

Die gefundene Gruppe ist systatisch. Denn hält man einen 
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Punkt von allgemeiner Lage, z. B. den Anfangspunkt, fest, so 
bleiben alle Punkte der durch ihn hindurchgehenden Ourve der 
invarilanten Schaar einzeln invariant. Man überzeugt sich davon 
durch den Anblick der Untergruppe, welche den Anfangspunkt 
in Ruhe lässt. Es ist die soeben benutzte sechsgliedrige Gruppe. 
Man erkennt, das für 1 =m=% =0 alle ihre Glieder 
verschwinden. 

Es sei bemerkt, dass die Gruppe 3, wenn man ec”: als neue 
Variable an Stelle von x, einführt, in eine projective Gruppe 
übergeht, nämlich: 


Di — %gP55 Pot XıPg5 Da, %ıPy, %ıPı — XgPa, XePı; 
3. EI EU, BD KU, Wa DM TV. 
(U=xPp + %Ps + %P; + 9ıP.) 


Die Invariante von zwei Punkten wird dann eine rationale 
Function 
EA eh. +. — U, 

Lu Y4 

Die Mannigfaltigkeiten J — Üonst. sind die 00% Ebenen des 
vierdimensionalen Raumes. 

Der Zähler von J ist eine Invariante von zwei Punkten bei 
der Gruppe in &,, &g, %: 


Pi — %ePz3 Da + KıPz3 Pa, Lug, %ıPı — XaPgr WePı; 
welche von den ersten sechs infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe 3” gebildet wird. Diese Gruppe in drei Veränderlichen 
gehört auch zu den Gruppen, bei welchen zwei Punkte eine und 
nur eine Invariante, dagegen mehr als zwei Punkte keine wesent- 
liche Invariante haben. Man findet sie in dem Verzeichniss dieser 
Gruppen bei Lie!), und zwar ist es die mit (10) bezeichnete 
Gruppe. Auf die eben gemachte Bemerkung werden wir später 
in grösserer Allgemeinheit zurückkommen. 


Erledigung des zweiten Falles. 


Wir haben jetzt noch den Fall zu erledigen, wo die in- 
variante Curvenschaar durch eine mit der conformen Gruppe 
ähnliche Gruppe transformirt wird. In diesem Falle lässt sich 
die Gruppe selbst so schreiben: 


ı) Transformationsgruppen III, S. 434. 
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%f=pr +9 (a 9 2, w),, 
%/=1 a 
%,f=r en 

Xf=xg —yP + 9 5m 
ua TIEITT DR 
Kfm. ur = 


0 
fu + 


6 
Kt 220 + el 

of 
Kf=2yU — 8949 5, 

of 
Xof = 22U — Sr T Pozg 


Dabi tt Teeny ty tar, Se? +? + 22. 
Ebenso wie in dem ersten Falle können wir auch hier, 
indem wir die Lösung des vollständigen Systems 


xXf=0, Kf=0, Xf=0 


als neues w einführen, erreichen, dass 9, = 9, = 9, = 0 wird, 
d.h. X f=», &f=1, Xf-r. Es zeigt sich dann sofort, 
dass @,, 955 96, 9, wur Funetionen von w sind. 

Die Klammerrelationen 


R)=— KL, (KU)=— X, (KX)=— X, 
(KX)=0, (KL) 0, (K,X,) — 0 
geben zur Bestimmung der Functionen 9,, : * -, @, die Gleichungen: 
| dy dgp dy dp 
Pan VPE RE no, Da Pa 
dp dy dp dp 
Pin m Mr Ye 


dy, dp dp, dp; 


A Ur Een Le Pr 


. 
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Wäre nun 9, = 0 (und infolgedessen auch 9, 9, von Null 
verschieden), so könnte man durch Einführung von f -. als 
4 
neues « erreichen, dass 9, = 1 wird. Aus den drei rechtsstehen- 
den Gleichungen folgt ausserdem 9, = 0, so dass wir haben: 


| ö 
Zr=294—yp-+ a2 
Zfet. 


Für 9,, 9, ergiebt sich 
dps 9 


m 20 0 du km to 10. 
Setzen wir 9, =icosy(Ww), 9, = isinyp(w), so ergiebt sich 
Fe — 1, also v(w)= w-+ c. Führen wir w + c als neues 
w ein, so wird 9, =icoswW, 9, =isinw, also 
X,f=yr —zeq+ticosw- 4 
of 


Xf=:p -—aır +isinw- re 
Die Klammerrelationen 
(X, X,) ==.2 X, (X, X,) ei X, (X, X,) == 2 Kor (X, X,)= Xg 


liefern: 
p = 2y — 2iz sin w. 


Ebenso erhält man aus 
(X, X) — 2 X, (X, X,) —2X, (X, X,) —=2X,, (X, X,) = Xg: 
9% = — 2% + 2iz cosw. 


Es ist demnach 


Kf=22x U ——Sp+2( y-—ie sin w) ut 


Xf=2yU —Sq + 2(— 8 -+ iz cos u) .F. 


Nun ist der Anfangspunkt ein Punkt von allgemeiner Lage, 
da die Determinante von X,f, Xaf, Xsf, X,f für ihn nicht ver- 
schwindet. Ferner sind X,fh, X,f; Xgf; Xyf vier infinitesimale 
Transformationen, die ihn in Ruhe lassen. Also müsste nach 
Satz 2 ihre Determinante 
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2, 0, —r, isinw 
x; Y, 2, 0 Mi 
Br an 2xy, Zar, 2(y — iz sin w) 


2ya, 2? — 5, 2y2z, 2(— © + iz cosw) 


sein. Das ist aber nicht der Fall. Denn, betrachtet man die 
Variablen als reell, so ist der reelle Theil der linken Seite 
— 2,2? $, also keineswegs identisch Null. 

Wir müssen daher annehmen, dass 9, = O0 und infolgedessen 
auch 9, =9, —=0 ist. Dann kann nicht auch 9, =0 sein, 
weil sonst in der Matrix der sieben-infinitesimalen Transforma- 
tionen X,f, *:', X,f alle vierreihigen Determinanten verschwinden 
würden, was nach Satz 4 bei den von uns gesuchten Gruppen 
nicht eintreten darf. In bekannter Weise können wir noch er- 


reichen, dass 9, = 1 wird, so dass unsere Gruppe die Form 
annimmt: 

IP 

%f=q 

X%f=r 


X Fead—yP 
a Ur rg 
X, f=:p —ır 


ß 
X, f-p+yo+t 2er +5 


Kf=22 U — p-+ 9, ER 


ow 
of 
X f—=2yU—Sq+ 9 2% 
of 
Kuf= 22V — Sr + Yon‘ 
Aus (X) = 2X, (u) —=2X,, (Ro 


ergiebt sich, dass 
p9 —=2%4 a(lw) 
ist. Ebenso findet man 
9% —=2y+ B(w), go = 22H y(w). 
Die Relationen 
(X, 2 8) Ta Xo (X,X,) — 2; (X, Xo) = X 
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zeigen, dass a=ß=y==0 ist. Bezeichnen wir jetzt die Variablen 
mit &,, %g, X, 2, so hat unsere Gruppe die folgende Form: 


Bea Da Da MoPiy BDs 77 %Pa, WaPı 71a P5ı 
2, 2x, (U 7 4) — 89 2% (U II, 
22,(U + »,) — Sp;- 

(U-np + %Ps + By, 8 = cache #3). 


Dass bei dieser Gruppe zwei Punkte wirklich eine und nur 
eine Invariante haben, findet man durch Integration des betreffen- 
den vollständigen Systems, wodurch man erhält 


I) lan ru) mr. 

Auch überzeugt man sich leicht, dass die Functionaldeter- 
minante der vier Funetionen J(x, y®) @=1, -:--, 4) nicht 
identisch verschwindet, dass also mehr als zwei Punkte keine 
wesentliche Invariante haben. 

% — Const., x, = Const., x, —= Const. ist auch bei dieser 
Gruppe die einzige invariante ÜUurvenschaar. Der Beweis wird 
ganz ebenso geführt wie für die Gruppe 3. 

Die Gruppe 4 ist ebenso wie die Gruppe 3 systatisch. Hält 
man z. B. den Anfangspunkt fest, der ein Punkt von allgemeiner 
Lage ist, so bleibt die Untergruppe 
Ds — %yPıy KyDg — RgPp, %Pı — UuPy, 2 (U + 94) — SPı, 

22 (U +9) — SP, 2% (U + 9) — Sp5; 
welche alle Punkte der Geraden ©, =0, % =(0, 1% =0 in- 
variant lässt. 

Die Gruppe 4 lässt sich durch Einführung von e“: als neues 


x, so umformen, dass die Invariante von zwei Punkten eine 
rationale Function wird. Die Gruppe sieht dann so aus: 


Pı, Pa) Pa, Pa — XoPı, VaPz — WgP9, XgPı 7 %ı Ps) 
4. 12%, Ui-89, 2.0. — 89,120, 01—. 8p,. 
; 8 
(U=Rpı + %Pe tt 3P; + 2, S= Er u 2) 
Jetzt ist 


J= reed re Y.)" + (& — 9)” } 


Lu Yı 
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Der Zähler ist hier die bekannte Invariante von zwei Punkten 
bei der Gruppe der Bewegungen im gewöhnlichen Raum. Die 
sechs ersten infinitesimalen Transformationen von 4’ sind gerade 
die der Gruppe der Bewegungen im gewöhnlichen Raum. Hier 
finden wir also etwas ganz Analoges wie bei der Gruppe 3”. 
Auch der Nenner der beiden Invarianten bei 3” und 4° ist 
derselbe. 

Es ist übrigens, wie wir hier nicht ausführlich beweisen 
wollen, unmöglich, die Gruppe 4 auf projective Form zu bringen. 

Fassen wir die gefundenen Resultate zusammen, so können 
wir sagen: 

Wenn man auf Realitätsverhältnisse keine Rücksicht nimmt, 
so giebt es im vierdimensonalen Raum vier Typen von Gruppen, 
bei denen zwei Punkte eine und nur eine, mehr als zwei da- 
gegen keine wesentliche Invariante haben. Es sind, wenn wir 
statt 3 und 4 die mit ihnen gleichberechtigten Typen 3° und 4° 
schreiben, die folgenden: 


1: Di, Ep — up» (5, k—=1,:.,4) 

2. I» +%T, up — ap. (Ü,k=1l,::,,4) 

3 Pi — %ePz, Pa + XuPsr Pz> XıPg» %ıPı — XePa, IgPı, 
Xp; + U, &pı — U, 23P5 + % U, SU. 

4. Pı> Par Par EıPa — EgPı, %ePz — KaPg, %zPı — KuPg, U; 


22, U — 89,, 2% U — Sp, 2% 0-80: 


Dabeı ist 


UV=-2.m +9 39; tum, Seit tl 

Von diesen Gruppen sind 1, 2, 3 projectiv. Dagegen kann 4, 
wie schon einmal erwähnt, durch keine Transformation auf pro- 
jeetive Form gebracht werden. 

Bisher haben wir auf Realitätsverhältnisse keine Rücksicht 
genommen. Das wollen wir jetzt thun und uns zur Erledigung 
desselben Problems, aber unter Beschränkung auf reelle Gruppen, 
wenden. 
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1. 


Erledigung des Problems unter Beschränkung auf reelle Gruppen. 


Nach einem Theorem von Lie!) kann man unter gewissen 
Voraussetzungen über die Differenzirbarkeit der auftretenden 
Functionen jede reelle continuirliche Gruppe von Punkttransfor- 
mationen in reeller Weise so umformen, dass man auf eine 
analytische Gruppe kommt, d. h. eine Gruppe, in welcher die in 
den endlichen Gleichungen und in den infinitesimalen Trans- 
formationen auftretenden Functionen analytische Functionen im 
Sinne von Weierstrass sind. In einer so umgeformten Gruppe 
kann man den Veränderlichen auch complexe Werthe ertheilen. 
Wenn die reelle Gruppe unsere Forderungen hinsichtlich der In- 
 varianten erfüllt, so wird sie es auch dann noch thun, wenn 
wir die Variablen nicht mehr bloss auf reelle Werthe beschränken. 
Wir können also schliessen, dass die reelle Gruppe durch eine 
reelle oder complexe Punkttransformation mit einem der vier von 
uns bestimmten Typen ähnlich sein muss. Aber auch die Um- 
kehrung ist richtig. Wenn eine reelle Gruppe mit einem der 
vier Typen ähnlich ist, so erfüllt sie unsere Forderungen. In- 
betreff einer näheren Begründung verweisen wir auf die Arbeiten 
Lies über dasselbe Problem im dreidimensionalen Raume.?) 

Es handelt sich also nur darum, alle reellen Gruppen zu 
bestimmen, die mit einem jener vier Typen durch eine reelle 
oder complexe Punkttransformation ähnlich sind. 

Was die reellen Gruppen anbetrifit, welche mit dem Typus 
1 oder 2 ähnlich sind, so können wir uns auf ein allgemeines 
Theorem von Lie berufen?), nach welchem jede reelle Gruppe 
in n Veränderlichen, die mit der Gruppe 


pP, up — ap (5, k=1,:-,,n) 
oder mit der Gruppe 
Pi Tr Li U, LPr — KrPi (t, k—= 3 ».37 n) 
ı) Vgl. Transformationsgruppen, III. S. 366. 


2) z. B. Transformationsgruppen, IH. S. 400 ff. 
3) Transformationsgruppen, III. 8. 391. 
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ähnlich ist (durch eine reelle oder complexe Punkttransformation), 
sich in reeller Weise überführen lässt im ersten Falle in eine 
der Gruppen 


P1, ** Pr, KuPv — IvPuy XuPm-+ k + m + kPu» 
Im -+kPm +5 Im+jPm-+ k 
(u,v=1,..„m(<n); k,j=1,::,n—m), 


im zweiten Falle in die projeetive Gruppe einer (n — 1)-dimen- 
sionalen nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit zweiten Grades, die 
durch eine reelle Gleichung dargestellt wird. 

Wir erhalten demnach als Typen von reellen Gruppen, die 
mit der Gruppe 1 durch reelle oder complexe Punkttransformation 
ähnlich sind, die folgenden: 


I Pı, Pa, Ps, Pa, HiPr — Pi; (i, sie; 4). 


Pr Par Pay, Pp %KıPa — FaPıy KaP3 — %3Pa, XsPı —IıP3» 


KPat %uPır KoPgt 8% Po, LaPı T KıP3: 


#: 


IM Pı,» Par Pay Pı, FıPa —%aPı) Y3Pı — KuPs5 
%Ps CP» KıPa + XP, KaPz As KPo, KaPy re X%4P9- 


Ist dagegen eine reelle Gruppe mit der Gruppe 2 durch 
eine reelle oder complexe Punkttransformation ähnlich, so lässt 
sie sich nach dem oben ausgesprochenen Theorem in reeller Weise 
überführen in die projeetive Gruppe einer dreidimensionalen nicht- 
ausgearteten Mannigfaltigkeit zweiten Grades mit reeller Gleichung. 
Diese Gleichung lässt sich aber durch eine reelle projective Trans- 
formation auf eine der drei Formen bringen: 


a 
en ee ee Tee 
2 Rare ee: 


Diesen drei Möglichkeiten entsprechen die drei Typen: 
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I; Pi — L% U, Pk — %kPi; (i, Ne I Di 4). 


Be U, DB, — 2% U, P5 er, Pı ar U, 
V %Pa — KaPı, XoPz — F3Pa, XgPı — XıPs 


Pat UP %Pı T XuPa, %Pı + %,P>- 


VI. Pi — % U, KPr —— XrPi; (i, k —= 1a ae 4). 


Es bleibt noch übrig, diejenigen reellen Gruppen zu be- 
stimmen, welche mit einer der Gruppen 3 und 4 ähnlich sind. 
Bei einer solehen Gruppe muss eine reelle Schaar von 00° Curven 
invariant bleiben. Dass überhaupt eine Curvenschaar invarlant 
bleibt, folgt daraus, dass bei den Gruppen 3 und 4 je eine 
Curvenschaar invariant bleibt. Wäre die invariante Curvenschaar 
der reellen Gruppe imaginär, so bliebe auch die conjugirt ima- 
ginäre Curvenschaar invariant. Es gäbe also auch bei 3 oder 4 
zwei invariante Curvenschaaren. Das ist aber, wie wir früher 
gesehen haben, nicht der Fall. 

Die invariante Curvenschaar ist also sicher reell und dem- 
gemäss durch reelle Gleichungen 


(x, Y, 2, w) — Const., y = Const., y = Üönst. 
darstellbar. @, ı, x können wir als neue Veränderliche an Stelle 
von &, %, z einführen und eine passend gewählte vierte Function 


an Stelle von w. Durch diese reelle Transformation bringen wir 
die Gruppe auf die Form 


Kıf = Eule, Y, pa +, 9%, Dr uale, 9 a 
+ o.(2, y, 2, w)ot V=ilue.. 10)) 
Die verkürzte Gruppe 
atmet 
ist nun durch eine reelle oder complexe Punkttransformation 
ähnlich mit der verkürzten Gruppe des Typus 3 oder 4, also 


entweder mit der projectiven Gruppe eines nichtausgearteten 
linearen Complexes oder mit der eonformen Gruppe. 
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Erster Fall. X%f ist mit der projectiven Gruppe eines 
nichtausgearteten linearen Complexes ähnlich. 

Dann bleibt bei X;f eine reelle nichtintegrable Pfaffsche 
Gleichung | 
e(®, 9, 2)da + Bdy-+ ydz= 0 
invariant. Dass überhaupt eine solche Gleichung bei der Gruppe 
invariant bleiben muss, folgt aus der Aehnlichkeit mit der pro- 
jectiven Gruppe eines linearen Complexes. Wäre aber die Glei- 
chung nicht reell, so würde auch die conjugirt imaginäre in- 
variant bleiben. Das würde aber einen Widerspruch mit der 
Primitivität der Gruppe ergeben. 

Wir können nun jene reelle Pfaffsche Gleichung in reeller 
Weise auf die Form 

dz —Yydr=0 

bringen, und dann lässt sich die in x, ), 3 geschriebene Gruppe 
ansehen als eine reelle Gruppe von Berührungstransformationen 
der x, 3-ebene, indem x, 3, ) als Bestimmungsstücke eines Linien- 
elements in dieser Ebene betrachtet werden. Da X;f sicher 
primitiv ist, so ist jene Gruppe von Berührungstransformationen 
irreducibel.!) Aber eine 10-gliedrige reelle irreducible Gruppe 
von Berührungstransformationen ist immer durch eine reelle Be- 
rührungstransformation ähnlich mit der Gruppe”) 


D) 1 
Pater vr, 29 + zer, 2p —ygq, yp-+ zy’r, zp + ya+ 2er, 
(e — 2y)Pp — s9°q Be Sayer, Sup + zq+ er, 
1 > 1 
(2 — zay)p + (ya — za )a + (& —- Fer. 


Wir können also auch sagen, dass unsere ursprüngliche 


Gruppe X;f durch eine reelle Punkttransformation mit der eben 
angegebenen Gruppe, aufgefasst als Gruppe von Punkttrans- 
formationen, ähnlich ist. Diese lässt sich aber durch die reelle 
Punkttransformation?) 


1 1 
ı, —=%, 2, = 2 — Z%Y, Yı u 


auf die bekannte Normalform der projectiven Gruppe eines nicht 
ausgearteten linearen Complexes 


ı) Vgl. Transformationsgruppen, II. S. 394. 
2) Transformationsgruppen, III. S. 384. 
3) Vgl. Transformationsgruppen, II. 8. 445. 
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p—yr, qa+tar,r, 2g, 2p — yq, yp, @p + ya + 2er, 
ep —yU, zq + xUÜ, zU 
bringen. 

Damit ist gezeigt, dass jede reelle Gruppe, die mit der eben 
geschriebenen überhaupt ähnlich ist, auch durch eine reelle 
Punkttransformation mit ihr ähnlich ist. 

Wir können also unsere Gruppe X;,f in reeller Weise auf 
die Form bringen, die wir schon früher betrachtet haben, nämlich: 


of 
X, f=>» erh + 9, (x, Y,?, %) 7, 


of 
%f=ı er IT 9 30 


of 
Ber +95 35 


0 
rn tn;h 
0 
LK f—=ap — ya 9% u 
of 
L—YR 7 95,, 


of 
Kf=aptya +2er 49 5, 


of 
f=ep —-yU- 9 7, 


ö 
Kf=24 +2 U +9 “e 


of 
Kuf—=2U-+ Pod 


Die g; sind jetzt aber reelle Functionen. Die Rechnungen 
werden trotzdem ganz dieselben wie früher. Zunächst bilden die 
Gleichungen 

X/=0, X%f=0, X%f=0 


ein vollständiges System, dessen Lösung reell gewählt werden 

kann und an Stelle von w als neue Veränderliche eingeführt 

werden darf. Dann zeigt sich weiter, dass @,, 95, 9, 9, nur 

von w abhängen, und man kann ebenso wie früher beweisen, 

das 9, =g9,=9,=0 sein muss. Durch eine reelle Trans- 

formation kann man dann 9, = 1 machen, und die übrigen 
Math.-phys. Classe , mathemat. Theil 1898. 7 
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Rechnungen werden genau dieselben wie früher. Man gelangt 
zu der schon früher gefundenen Gruppe, die wir in der Form 3 
schreiben: 


Pr — RP Pat %ı Pr Pa, DıPg 99 ep, Laß; 
vH. XP; + U, 8Pı — RT, 239, + 2,0, % U. 


(U —=4Pı ar X P3 ar XP + N) 


Zweiter Fall. X;f ist ähnlich mit der conformen Gruppe. 
Hier können wir uns wieder auf ein Theorem von Lie!) berufen, 
aus welchem zu entnehmen ist, dass X;f in reeller Weise- in 
eine der beiden folgenden Gruppen übergeführt werden kann: 


1. P, Id, T; U, ıq — YyPp, yr —.2g, 2P —XT, 
22U — Sp, 2yU — Sg, 22U — Sr. 
2. 2,0,r U, 204 — YD, Yisriegr en 


2: U — (+ y? — en, 230 (eye 
U + Hy — Er. 

Den ersten Fall haben wir schon früher behandelt. Wenn 
die damals mit @; bezeichneten Functionen reell sind, so werden 
alle ausgeführten Variablenänderungen reell oder können wenigstens 
so eingerichtet werden. Der Beweis, dass 9, = 9, =, —=0 
sein muss, ergiebt sich für reelle g direct daraus, dass diese 
Funetionen die Gleichung 


git%r%—0 
erfüllen. Sonst bleiben alle Rechnungen genau dieselben. Man 


kommt auf die mit 4 (oder 4’) bezeichnete Gruppe, die wir in 
der Form 4” hier schreiben wollen: 


P13 Par Pz, Ps —KgPı, XgPz — %zPg, LPı — 80, U, 


(= Pi Rep + Pr; + pn, S= Liz A “2 + «) 


Es bleibt jetzt nur noch der Fall zu erledigen, wo Kun die 
Form 2 hat. Dann lässt sich die Gruppe X;f, indem wir gleich 
die Lösung des vollständigen Systems 


ı) Transformationsgruppen, IH. 8. 391. 
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welche wir reell wählen können, an Stelle von « als neue Ver- 
änderliche einführen, so schreiben (wo die x reell sind): 


a 
ai=14 
%f=r 


ü 
X, f=aq -w-+ os 
öf 
ee ei are 


9) 
EEE TUR 


0 
X f=U er 


9 0 
"Sa U- +), 
r 2 2 o\ı of 
%f=-23 7 - + — 2), 
‘ 2 2 0, of 
Zr rb N — er), 


Da die Gruppe durch die Transformation 2’=iz in die 
früher untersuchte Form übergeht, so kann man schliessen, dass 
auch hir ,=9, =9—=0 sein wir. Da 9,=-0 ist, so 


dw 

9, (W) = 
reichen, dass p, = 1 wird (dass p, nur von w abhängt, ergiebt 
sich wie früher). Es ist dann, wenn wir statt ww” wieder w 
schreiben, 


können wir durch die reelle Transformation ’ = 


Zr-urdt. 
Die Klammerrelationen 
(XX%,)= 2%, (RX, )= 2X, (X )—=2X,, 
X, )= — 2X, (%,)= 2X, (RX, )=2X,, 
(X, X) = 2X, (X, X) = 2X;, (RX) = 2X; 


ergeben: 
7 FR 
4 
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09% _9 09% —_g 0% —_g 
’ $) , 


0x 0Y 02 
el ee 
090 PRO OP1o er 0910 Kt 
De on ya e 


woraus folgt, dass 
9 —22+ e(w), 9 = 2y+ Pl), 90 = 224 y(w) 
ist. Aber aus 
(Ku X) = — X, (X,X,) = X;, (RX) = Xp 
folgt sofort, dass «(w) = ß(w) = y(w) = 0 ist. 
Unsere Gruppe nimmt, wenn wir noch e“ als neues w ein- 


führen, die folgende Gestalt an (wobei wir die Variablen mit 
X, %g, %g, 4 bezeichnet haben): 


Pi» Pos Ps, KıPg — XP, LP; %yPo, %Pı tt %P3; 
U, 2, U—(® +23 —23)Pı, 2% U — (+ Ze 
250 + +2 — 22 
U=%P 4 %P2 + %Ps + PuPpı) 


Damit sind nun auch alle reellen Gruppen des vierdimensionalen 
Raumes bestimmt, bei denen zwei Punkte eine und nur eine, 
mehr als zwei dagegen keine wesentliche Invariante haben. Alle 
diese Gruppen sind, wie wir gefunden haben, durch reelle Punkt- 
transformation ähnlich jede mit einem der folgenden neun Typen, 
deren jedem wir den Ausdruck der Invariante von zwei Punkten 


beifügen. 


IE 


Pr, GP — mp (,k=1,---,4) 


J=Ü— +8 —- 9%’ +89) tr a 


P1, Pa} Pa Pi FıPa —FaPıy XaPz — X3Pay X3Pı — XıP3) 


17 
Pt %uPı, %Pı T XuPg, %Pı T UP; 


= (a — ur + —%)” + (7%) Sa 2)” 
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Pı,» Pa) Pa, Pa, FıPa — WPı, XsPı —HuPs) 


dIT, 
Ps Rp, ZPı + %Pı oPg + %aP9 Korı + 2uP;- 


J= 67 Er N) ie (da zT, Ya)” aa (X + 95)” en (2, er 


IV. | Pp + 8U, %pr — pi. (G, k==1, E 4) 


>; I y—2,D)° 


IHR 


 e +. %y ty Fu Y+ 1): 


Bm BU uU, 9 + MU, 


V, 425 —- Pi, Kods — LsPe, AsPı — UDs, 
%P4 + X4Pı, XaPa er %Pg, %Pı + L4P3- 


eu y,)% emant Dann y;0)° 


©. —<.k 


(2 Yı 4% Ya + %Ys — Hu - 2’ 


vl Pi — % U, Pr —— %IrPi:- 


De En De, Y— 9) 


ur Kk 


(X, Yı I ty tan — 1) 


Pı—%gPz, Pat XP Pz, XP, CP) —#gPy, KoPı; 


vn. 
dr U, u — MU, RP rt % 0, KV. 


% —Y + %Yı — U Ye 
ZıYı 


J= 


Pi» Pa» Pa, %ıPa —X3Pı, XoPg — FgPg, KaPı XP 


VIH. 
DU, 2mU 80, 2% U — 895, 203 U — P;- 


(@, ey ix r (X Ey: e (ig Yy)- 


KLuY 


J = 
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Pi Por Pz, XıPg — %aPır XaPs + %3P9, %Pı + %P3; 
IX; 0,2, U— (2 +92 — 2), 2 U— (#423 —22)p3, 


ee A ZEN : 
Xu Y4 


Hierbei ist U= #pı + %2Pa + %3P3 + up, S= ++ 8%, 
Setzt man bei den Gruppen VII, VII, IX 
U=1%P + %Pa 1 %sP3 + 24 


so ist bei dieser Schreibweise der Punkt =, = —=2,—=0 
ein Punkt von allgemeiner Lage. Man erkennt nun, dass die 
durch ihn hindurchgehenden Linienelemente (dasselbe gilt dann 
offenbar auch für jeden andern Punkt von allgemeiner Lage) 
sechsgliedrig transformirt werden, wie bei den Gruppen I, ---, VI. 
Es lässt sich nämlich durch keine lineare Combination der in- 
finitesimalen Transformationen (mit constanten Coefficienten) eine 
infinitesimale Transformation herstellen, die nur Glieder von höherer 
Ordnung als der ersten enthält. Im dreidimensionalen Raume 
hat Lie eine Gruppe gefunden, welche zu der in dieser Arbeit 
behandelten Kategorie gehört, bei welcher aber, wenn man in der 
Nähe eines Punktes von allgemeiner Lage entwickelt, eine in- 
finitesimale Transformation von zweiter Ordnung vorkommt. 
Helmholtz hat in seiner am Anfang citirten Arbeit bei seinen 
Rechnungen stillschweigend vorausgesetzt, dass ein solcher Fall 
nicht eintritt. Durch die erwähnte Gruppe hat Lie gezeigt, dass 
jene Voraussetzung von Helmholtz unzutreffend ist. 

Dies ist aber im vierdimensionalen Raume nicht mehr der 
Fall. Wir haben vielmehr gesehen, dass im vierdimensionalen 
Raume Helmholtz mit seiner Voraussetzung keinen Irrthum be- 
gangen haben würde. 

An die Gruppen, welche wir gefunden haben, lassen sich 
ähnliche Betrachtungen knüpfen, wie Lie sie im dreidimensionalen 
Raume durchgeführt hat. Man kann, wie Lie es im dreidimen- 
sionalen Raume gethan hat, auch hier die Helmholtzschen Axiome 
an den Gruppen I, ---, IX prüfen und untersuchen, ob sie zur 
Charakterisierung der Gruppen I, IV, VI, um die es sich bei 
dem Problem der Grundlagen der Geometrie handelt, nothwendig 
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und hinreichend sind. I, IV, VI sind nämlich die euklidischen 
und die beiden Schaaren von nichteuklidischen Bewegungen. 

Das Resultat ist, ebenso wie Lie es gefunden hat, ein 
negatives. Es zeigt sich, dass wenigstens eins der Helmholtzschen 
Axiome, das sogenannte Monodromieaxiom, durchaus überflüssig 
ist. Wenn man andrerseits die Helmholtzschen Axiome so auf- 
fasst, dass sie für specielle Lagen der betreffenden Punkte Aus- 
nahmen gestatten, so findet man, dass sie zur Charakterisirung 
jener drei Gruppen nicht hinreichen, selbst wenn man das 
Monodromieaxiom hinzunimmt. Die Gruppe VIII erfüllt nämlich 
das Monodromieaxiom auch und genügt den übrigen Helmholtz- 
schen Axiomen wenigstens im allgemeinen. Aber auf eine nähere 
Auseinandersetzung hierüber gehen wir deshalb nicht ein, weil 
sich ausser dem, was. Lie im dreidimensionalen Raum bemerkt 
hat, nichts wesentlich Neues darbietet. 

Wir wollen nunmehr das Problem, welches für den vier- 
dimensionalen Raum vollständig erledigt ist, im fünfdimensionalen 
Raum wenigstens theilweise behandeln. Dabei nehmen wir auf 
Realitätsverhältnisse keine Rücksicht und beschränken uns über- 
dies auf imprimitive Gruppen. 


Dritter Abschnitt. 


Die imprimitiven Gruppen des fünfdimensionalen Raumes, bei welchen 
zwei Punkte eine und nur eine, mehr als zwei dagegen keine 
wesentliche Invariante haben. 


Schon früher haben wir bemerkt, dass in mehr als drei- 
dimensionalen Räumen bei den Gruppen, welche wir suchen, 
keine derartige Imprimitivität einteten kann, dass eine Schaar 
von oo! (n-— 1)-dimensionalen oder eine Schaar von ©? (n — 2)- 
dimensionalen Mannigfaltiekeiten invariant bleibt. Es kann also 
im fünfdimensionalen Raum bei den von uns gesuchten Gruppen 
nur insofern Imprimitivität stattfinden, als eine Schaar von x? 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten oder eine solche von oo* 
eindimensionalen Mannigfaltigkeiten invariant bleibt. Im ersteren 
Falle kann man. durch eine geeignete Variablenänderung erreichen, 
dass die invariante Schaar durch 

=a4, y=bDb, 2=c 


dargestellt wird. Die Gruppe, welche nach Satz 1 15-gliedrig 
ist, hat dann folgendes Aussehen: 
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2 ö 2 
Xf= &(e, y, ey + na, y, Dr + &la, 9, ae 


of. 
+ A (Kr 15) 
Die verkürzte Gruppe 


hl +n Bu + 


ist nothwendig primitiv, da man Be auf einen der beiden be- 
reits ausgeschlossenen Fälle zurückkäme. Sie ist offenbar höchstens 
15-gliedrig, aber wenigstens 12-gliedrig.. Wäre sie nämlich 
weniger als 12-gliedrig, so könnte man es so einrichten, dass bei 
GREEN 
0x. 0y’=-02 
fehlen. Dann würden aber in ihrer Matrix alle dreireihigen 
Determinanten verschwinden, was dem Satz 4 (für m = 2) wider- 
spricht. In dem Verzeichniss aller Typen von primitiven Gruppen 
in x, 9, 2') findet man keine 13- und keine 14-gliedrigen Gruppen, 
an 12- und 15-gliedrigen aber nur die beiden folgenden: 

1) die allgemeine lineare 

2) die allgemeine projective Gruppe. 

Ersetzen wir die Variablen x, y, 2 durch &,, X, X, so liesse 
sich die Be X,f im ersten Falle so schreiben: 


pi + 015%, ei Er + 
Gr 2) 
Lässt man hier nur % varliren, so hat man sieben infini- 


RD; 


0 
tesimale Transformationen, in denen nur Pe 2 vorkommen, 
e 


vier ınfinitesimalen Transformationen die Glieder mit 


in deren Matrix also alle vierreihigen Determinanten verschwinden. 
Das widerspricht aber dem Satz 4 (für m = 3). Der erste Fall 
ist also ausgeschlossen. 

Im zweiten Falle können wir die Gruppe so schreiben: 


vi ++ 
Re (i, Ka 3 RR 2, 3) 


2 n 
“(1 pı + &2Pa + xsps) + aut 3 wesh. | 


ı) Transformationsgruppen, II. S. 139. 
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Wir können offenbar die beiden Lösungen des vollständigen 
Systems 


of of 
eur, 0 GERT. 


die hinsichtlich «, v voneinander unabhängig sind, an Stelle von 
u, v als neue Veränderliche einführen, wodurch 5 = 1; = 0 
wird, sonst aber die Form der Gruppe ungeändert bleibt. 

Wir nehmen also von vorneherein die Gruppe in der Ge- 
stalt an: 


Ö Ö 
PM "in - u, x (&ıpı + Xepe + %3P3) 
ost td an GaRıl,.2, 8) 


Öffenbar sind 6%;, tz; nur Functionen von u, v. 
Betrachtet man die beiden a. ae 


0 of 
zırı + 11 + 112, xp: + 03,2 a ai 12,2 As 


so lassen sich, da 
ef a) 
Fran T Be T ==0 
(su; er 10V?’ u ie 


ist, zwei solche Functionen von u, v als neue u, v einführen, 
dass die beiden infinitesimalen Transformationen die eine der 
beiden folgenden Formen annehmen: 


of 4 
1) %rı + CHEN 7 SER 

of 25 
2) 2, + ee ar a 


Im ersten Falle würde man durch Combination mit 
of of 
BoPı 91 Fr er Er 


pr ==. 2.081, a a lan ng 5.181 7.031, 


or 


Daraus ergiebt sich aber 6,, = r,; —= 0, und wir hätten 
in unserer Gruppe die beiden infinitesimalen Transformationen 
p, und %X,9,, welche dieselben Bahncurven haben. Das müssen 
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wir aber ausschliessen. Es bleibt also nur die zweite Möglicheit, 
wo die beiden infinitesimalen Transformationen sich auf die 
Form 2) bringen lassen. Durch Klammeroperationen findet man, 
dass die Ausdrücke | 


0 
Kıif = IkPi -- + kin 2 


so aussehen: 
öf MEINLZE ef 
X Pı me Xp, + ae dv > Mafı Re re 


N + 
pa + Ze u ae ( +52), 


IGE hal: of of OR 
ea RUE te “apa (+ 
Dabei ist « eine von Null verschiedene Constante. 
Jetzt können wir leicht fünf infinitesimale Transformationen 
bilden, die den Anfangspunkt, der ein Punkt von allgemeiner 
Lage ist, in Ruhe lassen, z. B. 


Kyı — UN — 23Pı — amp; + a(e7* — 1) 2 
Kzı — alXyı + Re) = (& — a2)Pı — UfgPy 
+ tr) 

Kg — Ku — I = — MDı + (ds — &o)P> 
ren, 

Ks + Xı + X = mpı 4 %ePpa + %eP5 
| 
Zt Xa + I >= Hurpı 4 9903 4 93P>- 


Nach Satz 2 müsste ıhre Determinante identisch verschwin- 
den, d. h. es müsste sein: 


1, a, 0, ale — 1) 

| — A, — Ad, 0, aler“—1), ale“ — 1) 

| Tr In De ehe el e?’ — 1. —=U 
‚6 Lgy Ag, — (le — 1), —(e— 1) 
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Man überzeugt sich leicht, dass das nicht der Fall ist. 

Wir können demnach sagen: 

Im fünfdimensionalen Raum giebt es unter den von uns 
gesuchten Gruppen keine, welche in der Weise imprimitiv ist, 
dass bei ihr eine Schaar von 00° zweidimensionalen Mannigfaltig- 
keiten invariant bleibt. 

Allgemein gilt der Satz, dass im n-dimensionalen Raume 
für n > 5 bei keiner Gruppe, wie wir sie suchen, eine invariante 
Schaar von 00° (n — 3)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten existirt. 

Es bleibt jetzt nur noch der Fall zu erledigen, wo eine 
Schaar von 00° Curven invariant bleibt, die wir nach einer ge- 
eigneten Wahl der Coordinaten durch &, = Const., %, — Üonst., 
%, — Const., x, = Const. darstellen können. Diese Curvenschaar 
wird dann durch eine primitive Gruppe (in &,, '*, &,) trans- 
formirt, welche höchstens 15- und wenigstens 14-gliedrig ist, 
da es sonst in der Gruppe zwei infinitesimale Transformationen 
mit denselben Bahncurven gäbe. In der früher citirten Arbeit 
von Page findet man an 14- und 15-gliedrigen primitiven Gruppen 
nur drei, nämlich: 

1) Pr, %ıPı — XeP3, Kıpa + Xıps, Kaps, ZıPpı — %aPa, %ePı, 
Do, LDı T XoPy RD — EP LP Xadz — ZuPp %ıDı  XePs 
—+ 2393 + 24,  (15-gliedrig.) 

Diese Gruppe führt aber zu keinem für uns brauchbaren 
Resultat. In der That, bezeichnen wir ihre infinitesimalen Trans- 
formationen in der obenstehenden Reihenfolge mit 


IAR, uf ZrrEN Kt 


so haben wir zu untersuchen, ob eine Gruppe von der Form 
= 2 
Kf—hftng- 1, 18) 


zu den von uns gesuchten gehören kann. Combinirt man aber 
Xıf, Xaf, Xsf, Xıf mit allen übrigen X;f, so ergiebt sich immer 
ein Resultat von der Form 


Const. X,f + Const. X,f + Const. X,f + Const. X,f. 
Hat man also in der bekannten Weise erreicht, dass 
ET 


ist, so ergiebt sich, dass alle g, nur von x; abhängen. Dann 
wäre x, = Üonst. eine invariante Schaar von 00! vierdimensionalen 


108 G. KowALEwskt: 


Mannigfaltigkeiten. Eine solche darf es aber, wie wir früher 
gezeigt haben, nicht geben. 
2) Die conforme Gruppe 


4 
Pi, KiPk 7 %xPi; U, 2: U — P: Na (k, = 1, 223 4), 
1 


(U — XP 4 R%oPg T %Pz + %D4)- 


Durch Rechnungen, die ganz analog denjenigen sind, welche 
wir früher für die conforme Gruppe des dreidimensionalen Raumes 
durchgeführt haben, gelangt man hier zu dem Ergebniss: 


4 


Piz Pr — Pi, U, 2; U — Pi > a2. ..(i, kim De 


1 


(U = Pt %Pg t RP; + up + 1) 


Die Invariante von zwei Punkten lautet: 
408 Sy’ tray’ ta nt uU)” ; 
U: Y 
Die Analogie dieser Gruppe mit der Gruppe VIII im vier- 
dimensionalen Raum ist unverkennbar. Man überzeugt sich leicht 
von der Richtigkeit des folgenden allgemeinen Satzes: 
Aus der N 


-gliedrigen conformen Gruppe des n — 1) 
dimensionalen 

n—1 
Pi, Pr — IrPi, U, 2, U — pi >; Br (i, I 13 N 8 - 4% 


3 


Kr XP, + ae + In— 1-1) 
erhält man eine Gruppe des n-dimensionalen Raumes, bei der 
zwei Punkte eine und nur eine, dagegen mehr als zwei Punkte 
keine wesentliche Invariante haben, indem man einfach U durch 
U x,p„ ersetzt. Die Invariante von zwei Punkten ist 
n—1 


Bi (&,; — 9) 


J=-— 
m Ym 

Der Zähler ist die Invariante von zwei Punkten bei der 

Gruppe der euklidischen Bewegungen des (n — 1)-dimensionalen 


Raumes. 
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3) Es giebt noch eine 14-gliedrige primitive Gruppe in 
%yy X, X, %, die wir (etwas anders als Page) so schreiben: 


Pr, Zupı 4 XaP3, KıPa — KıPa, KıPa, KıPa, Kıpı — XePe, 


VoPı, %Pı — gPy, XgPa H Par %3Par Kadz — UuPı 
Wir haben uns jetzt also noch mit Gruppen von Form 
Dr + PrPs, Xapı + %2ps + P5P5, Kap — Xıps + PoPpr, 
UP: + PrPs, Pa + PsPs, HPı — #ePo t P9P5, XePı T PioP5; 
%3Pı — %Py 4 Pırdsr %Pe + MPı # PısPss %aPı + Y13P5; 


%3Pz — %4Pı T PıuPs» PısP5 
zu beschäftigen. Der Anfangspunkt sei so gewählt, dass für ihn 
950 ist. Dann ist er offenbar ein Punkt von allgemeiner 
Lage. Durch Addition eines passenden Ausdrucks von der Form 
Const. X,,f lässt es sich erreichen, dass X,f, **-, X,,f den An- 
fangspunkt in Ruhe lassen. Sie bilden dann für sich eine 
Gruppe, deren Zusammensetzung gegeben ist. 

Die Gleichungen 


%Pg + PP; = 0, HPpı — pP + 9; 0; 
XP4 Sk 913P; — 0, LPz — X4Pa4 + Y9,41P; = 0) 


bilden ein vollständiges System. 

Da die zu 9,, Ps, Ps, Pı gehörige Determinante nicht ver- 
schwindet, so enthält die Lösung des vollständigen Systems 
wirklich die Variable &,. Wir können sie uns also als neues «, 
eingeführt denken, wodurch 

P3 = 99 — 915 = Pu = 0 
wird. Da nach Satz 2 in der Matrix von X,f, *--, X,4f alle 
fünfreihigen Determinanten identisch verschwinden müssen, so er- 
giebt sich, dass auch 


= = mp pr pp I 
ist. Combinirt man nun X,f, * , X,,f mit X,,f, so findet man, 
dass @,, nur von x, abhängt. Wir können aber, ohne dass die 


Xuf, ::, Xuf sich ündern, [| = 


15 


als neues x, einführen und er- 


reichen dadurch, dass X,,f=», wird. Die Bestimmung der 
Functionen @,, *:, 9, hat dann keine Schwierigkeit. Man 
findet 

Br PETE UP HF I 


110 G. Kowankwskt: 


Die Gruppe, auf welche wir gekommen sind, ist also: 


PD, — EP Pot 295.95 UuPss Pit a0 Ps RD 
AuPg —— KıP33 KuP3y KıPa, HıPı — %aPa, FaPı, AzPı up 


KgPg I Ei P4si X Par RaPy 7 UuPy 


Die Inyariante von zwei Punkten ist hier 


I — 8 — Y5 tr Boyı — UıYa Tr %uYg — RgYg 
Eine analoge Gruppe giebt es, wie man sich leicht über- 
zeugt, in jedem Raum von ungerader Dimensionenzahl. Im 
(2n + 1)-dimensionalen Raum lautet die Invariante von zwei 
Punkten bei dieser Gruppe 


Rn 
J= Y2n-tı1ı 7 Yan-+1 + > (XamYam-ı ae Kam —1Yam)- 
1 


Im dreidimensionalen Raum ist es die Gruppe, welche Lie?!) 
in seiner Tabelle mit (10), bezeichnet. 
Geht man vom (2n + 1)- zum (2» + 2)-dimensionalen 
Raum über, so findet man eine Gruppe, welche durchaus analog 
ist mit der von uns im vierdimensionalen Raum gefundenen 
Gruppe 3°. Sie steht überdies in enger Beziehung zu der oben 
bezeichneten Gruppe des (2» + 1)-dimensionalen Raumes. Die 
Invariante, welche zwei Punkte bei ihr haben, lautet nämlich: 

Kon+i #33 Yan+ı 2 an (RymYam—ı Er %ym—1Y9am) 
Ion ee Fer er a er 
Lyn +2 Yan +2 

Der Zähler ıst die Invariante zweier Punkte bei der er- 
wähnten Gruppe des (2n» + 1)-dimensionalen Raumes. | 

Es giebt also von solchen Gruppen, wie wir sie suchen, 
in einem beliebigen Raume sicher zwei imprimitive, nämlich die 
Gruppe 


n—1 


Di, Pr ra DRDUTN >: a2. 


1 
($, k= I, ae ls U— Dinp) 
1 


ı) Transformationsgruppen, III. S. 434. 
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und eine der beiden zuletzt erwähnten Gruppen, für welche wir 
nur die Form der Invariante von zwei Punkten angegeben 
haben. Unsere Untersuchung hat für den vierdimensionalen 
und fünfdimensionalen Raum ergeben, dass es ausserdem keine 
imprimitiven Gruppen mit der verlangten Eigenschaft giebt, 
was im dreidimensionalen Raume nicht der Fall ist. Wie sich 
in dieser Beziehung die mehr als fünfdimensionalen Räume ver- 
halten, muss dahingestellt bleiben. 
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